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1 
In [25] untersucht Timmesfeld die folgende Fragestellung. Es sei G eine 
endliche Gruppe mit O,(G) = 1. Weiter sei M eine maximale 2-lokale Unter- 
gruppe von G und Q = O,(M) = F*(M). Weiter sei ein maximaler abelscher 
Normalteiler X von M eine TI-Menge in G, d.h. Xv n X = 1 oder X fur alle 
g E G. Dies ist eine Situation wie wir sie in den meil3ten bekannten einfachen 
Gruppen antrefen. Es wird dann bewiesen, dal3 eine der folgenden Aussagen 
gilt: 
(i) Q ist vom symplektischen Typ, 
(ii) (Xc> E L,(4), 
(iii) X ist schwach abgeschlossen in Q beztiglich G, 
(iv) X=Z(Q)=Q’=@(Q)~~~Q=(X~~X~CQ,~EG). 
Bekanntlich sind alle einfachen Gruppen, die (i) erftillen, bestimmt. Die Gruppen, 
die (iii) erfullen hat Timmesfeld ktirzlich bestimmt [27]. Das Ziel dieser Arbeit 
ist es die Struktur von M so weit zu bestimmen, daD es dann mijglich ist mit 
einem verntinftigen Aufwand die Gruppe G selbst zu bestimmen. Wir wollen 
den folgenden Satz beweisen: 
SATZ. Sei G eine endliche Gruppe mit O,(G) = 1. Weiter sei M eine maximale 
24okale Untergruppe won G und Q = O,(M) = F*(M). Es sei weiter Q das 
zentrale Produkt won 2-Gruppen worn Typ U,(q) und L,(q), q = 1 Z(Q)] > 2. 
SchliefVich sei noch Z(Q) ein maximaler abelscher Normalteiler won M und Z(Q)* n 
Z(Q) =Z(Q)odm If iir alle g E G. Es sei weiter Z(Q) nicht schwach abgeschlossen in 
Q bezuglich G. Sei Z(Q) # B =Z(Q)e CQ. Setze QB = F*&(B)) tend LB = 
Q(QB n M). S hl Jl h c ie ic sei - der natiirliche Homomorphismus won M auf M/Q. 
Danngilt eine derfolgenden Aussagen: 
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( 1) Q ist v*m TYP L,(q), 
(2) I Q I = q6, GM) = L,(q), 
(3) I Q I = q9, (k? = L(q3), CqpmjC@~~N = 1, 
(4) LB ist keine TI-Menge in ii?i. In diesem Fall deJiniere fiir t E&,# die 
Gruppe .i?, = <zBm n CR(~)) und Ni = O,(&). Dann gibt es ein t EE#, so daJ 
eine der folgenden Aussagen gilt: 
(9 I Q I = q9, I Nt I = 4, R/F s Q*(4,4). 
(ii) 1 Q / = q2n+1, -- - I K I = 4, Rt/Nt E Q*(n, q), Gm) = L,(q) x Q*(n, 4). 
(iii) 1 Q 1 = q21, E(a) = (f;Btc3) s U,(q) oderL,(q). 
(iv) I Q 1 = q33, 
.- - 
1 N$ I = ql’, R,/N, e 52+(8, q). Weiter erfiillt 
N- c,,zco,,(Z(~J) die Voraussetzungen dieses Satzes. 
(v) j Q / = q5’, I Ei / = q33, i?,/N, E 52+(12, q). Weiter erftillt 
N-mj(Z(mt)) die Voraussetzungen dieses Satzes. 
In alZen diesen Fallen (i)-(v) ist stets C,,z,,j~((~B~)) = 1. 
(vi) (zBm> g SL,(q). Weiter ist Q/Z(Q) = V, @ V, , wobei V, der 
natiivliche SL,(q)-Modul und V2 sein dualer ist. Es gibt ein x E M mit Vlx = V, . 
SchZieJZich ist noch I C~~,,,,,,((~B~))~ / q - 1. 
In allen Fiillen ist stets M/C,(Z(Q)) eine Untergruppe einer Frobeniusgruppe der 
Ordnung (q - I)r, q = 2T, und q - 1 f 1 M/C,(Z(Q))j. 
Die Aussagen (4)(iv) und (4)( v sm so formuliert, da13 es miiglich ist, wenn ) . d 
man die Struktur von G bestimmt, die Struktur von E(R) per Induktion zu 
erhalten. 
Alle Falle bis auf (4)(vi) k ommen in einfachen Gruppen vor. So kommt (1) 
in L,(q), (2) inG2(q), (3) in 34(q), (4)(i) in Q*(8, q), (4)(ii) in Q*(n + 4, q), 
(4)(iii) in 2E,(q) bzw. E,(q), (4)(iv) in E,(q) und (4)(v) in E,(q) vor. Der Fall 
(4)(vi) kommt in keiner bekannten einfachen Gruppe vor. Er kommt allerdings 
in einer Erweiterung von L,+2(q) mit einem geeigneten Automorphismus der 
Ordnung zwei vor. 
Kurzlich zeigte Timmesfeld [28], daD die Gruppe Q, die in seiner Arbeit [25] 
im Fall (iv) vorkommt, ein zentrales Produkt von 2-Gruppen vom Typ L,(q) 
sein mu& Das liefert dann: 
KOROLLAR. Sei G eine end&he Gruppe mit O,(G) = 1 und M eine maximale 
2-lokale Cntergruppe zlon G mit Q = O,(M) = F*(M). Es enthalte weiter M 
einen maximalen abelschen Normalteiler X, der eine TI-Menge in G ist. Ist Q 
nicht symplektisch und X nicht schwach abgeschlossen in Q bzgl. G, so ist (Xc) z 
L,(4) oder die Struktur van M wie im Hauptsatx angegeben. 
Der Beweis des Satzes folgt im wesentlichen dem Beweis von [24]. Allerdings 
miissen kombinatorische Schliisse weitgehend durch darstellungstheoretische 
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Schliisse ersetzt werden. So insbesondere der Beweis von (3.7). Abweichend von 
[24] wird such der Fall, da13 die Weite <6 ist, d.h. j Q j < $3, behandelt. 
Wahrend die Schliisse im Fall, da13 ~?z keine Involutionen vom Typ a2 enthalt, 
teilweise komplizierter als in [24] sind, ist der andere Fall einfacher zu behandeln. 
Es folgt niimlich aus q > 2, da8 es Vierergruppen gibt, die nur Involutionen vom 
Typ ua enthalten. Dies zusammen mit [22] schrankt die Struktur von M so 
stark ein, da8 nur wenige Falle zu behandeln beiben. Die Resultate von Cooper- 
stein und Mason [lo] liefern dann, dal3 nur der Fall E(M) s SL,(q) miiglich ist. 
Das wichtigste Hilfsmittel zum Beweis des Satzes ist ein Lemma von 
Timmesfeld [25, (2.18)], das besagt, da.8 (Q, Qa) auf SZ(Q) die Gruppe L,(q) 
induziert. Das liefert Elemente 7 E M - C,(Z(Q)) von der Ordnung q - 1, 
fiir die es im Fall q = 2 kein Analogon gibt. Weiter ist die Operation von T auf 
Q und Qs weitgehend bekannt. Das Ausnutzen dieser Operationen vereinfacht 
manche Schhisse erheblich. 
Es ist noch erwahnenswert, da8 die Falle nicht auftreten, die den Zentralisa- 
toren in [24] entsprechen, die in sporadischen einfachen Gruppen auftreten. Sei 
M1 ein solcher Zentralisator und Qr = O,(M,). Dann ist hiiufig O(Mi/Q,) # 1, 
wie z.B. in J4 oder M(24)‘, oder es ist Ml/Q1 s J2(Q1/Z(Q1)), wie z.B. in Jz , J3, 
Sz oder .I. Enthalt Es keine Involutionen vom Typ aa , so kann ein Analogon 
zum ersten Fall nach (4.4) nicht auftreten. Dieses liegt im wesentlichen an der 
Existenz des oben angegebenen Elementes 7. Ein Analogon zum zweiten Fall 
kann nach einem Resultat von B. Beisiegel [7], das besagt, daB es fiir q > 2 
keine Erweiterung von Q mit Q(Q/Z(Q)) geben kann, nicht auftreten. 
Ich hoffe, dal3 die Bezeichnungen weitgehend Standard sind und in [15] 
gefunden werden kiinnen. Zusatzlich benutze ich die Bender-Notation fiir 
E(G) und F*(G). SchlieBlich kann man in [5] finden, was es he& da8 eine 
Involution aus sZ(Q/Z(Q)) vom Typ a, oder c, auf Q/Z(Q) operiert. Wir bezeich- 
nen Q/Z(Q) mit &. E’ me 2-Gruppe T ist vom Typ L3(q) oder U,(q), falls T zu 
einer Sylow 2 -Untergruppe von L,(q) bzw. U,(q) isomorph ist. 
2. HILFSSATZE 
(2.1) LEMMA. Sei G g SZ*(2m, q) oder Sp(2m, q), m >, 2, S der Stabilisator 
eines isotropen Punktes in der natiirlichen Darstellung und L = O,(S). Sei g E G 
mit L n LO = 1 und x E Lo’ nicht vom Typ a2 . Dann gilt: 
(i) G = (L,Lg) = (L, x). 
(ii) Ist V eirz F,G-Modul mit V = C,(L) @ C,(Lg), so ist / V [ = qn2” 
fiir G E fk(2m, q) oder Sp(2m, q), m > 2, bsw. 1 V / = qnzmel fiir G g 
52+(2m, q), m >, 3, n E IW. 
(iii) Ist UC C,(L) ein No(L) invarianter Unttrraum, so ist UW ein G- 
invarianter Unterraum. 
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Beweis. Nach [23, (13.5.19)] p o eriertLaufM={LhILnLh = l,h~G} 
semiregular. Also ist N,(LQ) = 1. Es folgt, da13 L transitiv auf den Paaren 
(Lg,Lh) mit Lg n Lh = 1 operiert. Setze X = (L,Lg). Es gehijre L in der 
natiirlichen Darstellung zu dem Punkt v. Dann gehijrt LB zu einem Punkt w, der 
nicht senkrecht auf v ist. Also enthalt X mit Lg alle Lh, die zu isotropen Punkten 
gehoren, die nicht senkrecht auf vg sind. Nun folgt dann G = (LO 1 g E G) < X. 
Sei nun L n Lx # 1. Nach [23, (13.5.18)] ist dann 1 L n Lx / < q. Weiter 
enthalt L n Lx nur Involutionen vom Typ a2 . Sei nun 01 EL n Lx. Dann ist 
x E Lo n (Ls)~. Da x nicht vom Typ us ist, folgt Lg = Lga. Also ist N,(Lg) # 1. 
Das ist ein Widerspruch. Also ist (L, x) = (L, L”) = G. 
Wir zeigen (ii) durch Induktion nach m. Sei C,(x) # C,(x) # C,(Lg). Dann 
ist nach (i) C,(G) # 0. Das ist ein Widerspruch. Also ist C,(Lg) = C,(x) = 
[V, x] := [I,‘, Ls], da Lg von Konjugierten von x erzeugt wird. 
Sei zunachst G z Q-(4, q) oder Sp,(q). Die Struktur von G liefert, da13 es 
ein y EL mit o(xy) = q? + 1 gibt. Da x N y ist, folgt, da0 y nicht vom Typ a2 
ist. Somit ist C,(x) n C,(y) = C,(L) n Cy(Lg) = 0. Also operiert xy fix- 
punkfrei auf V. Mit [I, Korollar 2, p. 3581 erhalten wir nun q4 1 / V 1. Das ist 
die Behauptung fiir m = 2. 
Sei nun G E 52+(6, q) g La(q). Dann folgt wie oben, da8 es ein y mit o(xy) = 
q2 + 1 gibt. Also folgt wieder q4 j I V j. 
Sei nun m > 3 bzw. m 3 4, falls G E Q+(2m, q) ist. Weiter gelte die Aussage 
(ii) fur m - 1. Es ist N,(L)’ = LX, wobei X g 9*(2m - 2, q) oder 5&,-,(q) 
ist. Nach [23, Sek. 131 gibt es einLh, so daBLh n X = A = O,(S,) ist, wobei S, 
der Stabilisator eines isotropen Punktes in der natiirlichen Darstellung von X 
ist. Sei t E X und C = At mit C n A = 1. Dann ist nach (i) X = (C, A). 
Sei Lh n Lkt f 1. Dann ist (Lh, Lht) C C,(Lh n Lht). Das liefert G e Sp(2m, q). 
Weiter ist (Lh, Lht) C N,(L). Das ist ein Widerspruch. Also ist Lh n Lht = 1. 
Sei W = C,(L). Es gibt ein a E A# und b E B#‘, beide nicht vom Typ aa in X. 
Es ist C,(b) = CW(Lht) und C&(a) = CW(Lh). Weiter ist C,(a) n C,(b) = 
Cy(Lh) n CV(Ltbt) = 0. Al so 
[ W , _ qd”-1bZW. qn?“-a. 
ist W = C,(A) @ C,(B). Per Induktion ist dann 
Da I W / = 1 C,(L)\ = / Cy(Lg)I ist, folgt nun 
I V 1 = / W 12. Damit ist (ii) bewiesen. 
(iii) Wir zeigen zunachst durch Induktion nach m, da8 es ein y EL und 
ein x E Lg gibt, die beide vom Typ c2 sind, so dal3 o(yz) = 3 ist. 
Sei zunachst m = 2 bzw. m = 3. Es ist stets Q-(4, q) C G. Da Q-(4, q) s 
L,(q2) und 3 / q2 - 1 ist, ist die Behauptung fur m = 2 bxw. m = 3 richtig. 
Sei nun m 3 3 bzw. m 3 4. Weiter sei die Behauptung fiir m - 1 bereits 
bewiesen. Betrachte wie im Beweis von (ii) die Gruppen X, A C Lh und B C Lht. 
Dann folgt per Induktion, daR es einy E Lh und ein z E Lht gibt, so daB o(yz) = 3 
und y vom Typ c2 ist. Da G transitiv auf den Paaren {LY, Lf} mit Lg n Lf = 1 ist, 
folgt nun die Behauptung. 
Nach (i) ist G = (L, Z) = (Lg, y). Weiter ist C,(y) n C,(Z) = 0. Sei nun 
u E Us. Dann ist u E C,(y). Da u + uZ + U*Y E C,(y) n C,(x) = 0 ist, folgt 
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[u, z] = ZP. Somit ist [U, z] = VY c C$(Lg). Setze X = N,(L) n N,(Lg). 
Dann folgt L = (J+‘), Lg = (xx). E s wird U von X normalisiert. Wegen 
yzv = z, folgtLzV = Lg. Also ist U z~ = Ug. Somit ist such LJ”v ein X-invarianter 
Teilraum. Sei nun t E X. Dann ist [U, at] = [U, aIt = lY = Ug. Weiter ist 
[Ug, y”] = [ Ug, y]” = Ut = U. Das zeigt [U, LB] < Ug und [Ug, L] < U. Das 
liefert nun (iii). 
(2.2) LEMMA. Sei G g Sp,,(q), q > 2, und V ein unxerlegbarer F,G- 
Mod& Sei V, ein Untermodul von V mit [V, Gj < V, . Ist V,, der natiirliche 
Model, so ist 1 V i/j V, 1 < q. 
Beweis. Siehe [26, (1 S)]. 
(2.3) LEMMA. Sei G/Z(G) s L,(q), q = 2f, Z(G) < G’, und V ein treuer 
F,G-Modul. Es gebe eine Untergruppe Z von G, die nur aus Transvektionen in der 
hatiirlichen Darstellung von SL,(q) besteht. Es sei 1 Z 1 = q, C,(z) = C,(Z) und 
[V, 4 = [K Zl f iir a n e z E Z#. Weiter sei j[V, Z]l = q. Dunn ist G E SL,,(q) 
und V = C,(G) @ V, , wobei V, der natiirliche oder duale Modul ist. 
Beweis. Sei a E Z+ und E(z) die zu x gehijrige Wurzeluntergruppe von 
SL,(q). Wir zeigen zunachst, daR SL,(q) von m solcher Wurzeluntergruppen 
erzeugt wird. 
Da SL,(q) von zwei Sylow 2-Untergruppen erzeugt wird, kiinnen wir m 3 3 
annehmen. Weiter sei die Behauptung fur m - 1 bereits bewiesen. Sei W der 
natiirliche Modul fur SL,(q), U C SL,(q), U z SL,,+,(q), W, C W der natiirliche 
U-Modul. Weiter sei W = W, @ C,(U). Per Induktion wird U von m - 1 
Wurzeluntergruppen erzeugt. Sei R Z SL,(q) eine Wurzeluntergruppe, die 
C,(U) auf W, C W, abbildet. Also ist W, = Cyl(R) @ W, . Sei nun W, C W 
ein l-dim. Unterraum. 1st W, C W, , so gibt es em t E U mit Wst = W, . Also 
ist W, zu C,(U) in (U, R) konjugiert. Sei nun W, c W, . Sei weiter W, # 
C,(U). Dann ist wi + w E W, , wi E WI+, w E C,( U)#. Nun gibt es ein t E U 
mit wrt E Cwl(R). Somit gibt es ein Y E R mit (wrt + w)’ E W, . Also ist W, zu 
einem W, C W, konjugiert. Das liefert nun wieder W, N C,(U) in (U, R). 
Also ist (U, R) transitiv auf den l-dim. Unterraumen von W. Dann ist ( U, R) 
such transitiv auf den Hyperebenen von W. Also sind Transvektionen zu W, 
in (U, R) enthalten. Dann ist aber eine Erweiterung einer elementar abelschen 
Gruppe der Ordnung q”-l mit U in (U, R) enthalten. Das liefert nun (U, R) = 
SL,(q). Also wird SL,(q) von m Wurzeluntergruppen erzeugt. 
Wir zeigen nun, daD wir Z als Wurzeluntergruppe wahlen konnen. Fur 
m = 2 ist Z eine Sylow 2-Untergruppe. Insbesondere ist Z eine Wurzelunter- 
gruppe. Sei also m 2 3. Setze H = <C,(z) I z E Z#). Es operiert H auf 
C vl~,cc~(Z) und P’, 4 GWGW S ei nun Z keine Wurzeluntergruppe. 
Dann ist H’/O,(H’) s SL,-,(q) mit irreduzibler Operation auf O,(H’). Das 
liefert nun [V, Z, H’] = 1 = [C,(Z), O,(HI)]. Weiter ist [V, O,(H’)] < [V, Z]. 
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Also gibt es eine Wurzeluntergruppe EC O,(H’) mit [E, V] = [e, V] und 
C,(E) = C,(e) fiir alle e E E#. Indem wir 2 durch E ersetzen kiinnen wir 
somit annehmen, dal3 2 eine Wurzeluntergruppe ist. 
Seinun Gi = (2, ,..., Z,) mit Wurzeluntergruppen Zi . Setze V, = n:, [V, 
Z,]. Dann ist dim, Vi < m. Da Gr auf Vi operiert, folgt nun, daD V, der 
natiirliche oder sein*dualer F,G,-Modul ist. Weiter ist Gi s SL,(q). Wegen 
der treuen Operation folgt nun such G = Gi . 
Setze nun V,, = flz, C,(Z,). Dann ist 1 V : V, j < q”“, da j V : C,(Z,)I = q 
ist. Weiter ist V,, < C,(G). Also ist V = V, + Vi = V, + C,(G) = Vi @ 
C,(G). Damit ist das Lemma bewiesen. 
(2.4) LEMMA. Sei G = Sp,,(q) oder fl*(2m, q), m 3 2, und V der natiirliche 
F,G---Mod& Dunn ist Homrq,( V, V) z F, . 
Beweis. Klar. 
(2.5) LEMMA. Sei B C Q - Z(Q), B N Z(Q) in G. Dunn ist Z(Q) C QB = 
F*(Nc(B)). Weiter ist Co&Z(Q)) = Z(Q) x Q,, , wobei Q,, ein zentrales Produkt 
won Gruppen erom Typ L,(q) und U,(q), q = I Z(Q)\, ist. Weiter ist 1 Q8 : Co&Z(Q))1 
= q. 
Beweis. Nach [25, (2.18)] ist (Q, Qs)/O,((Q, Q&) z L,(q). Also ist ins- 
besondere Z(Q) C QB und I QB : G,(Z(Q)>I = q, da @, Z(Q)> a <Q, Qd ist. 
Sei nun x E Z(Q)+. Dann ist 1 QB : C,(z)l = q. Die Struktur von QB liefert 
C,(z) = Qr x Q,, , wobei Q0 die im Lemma angegebene Struktur hat und Qi 
elementar abelsch von der Ordnung q ist. Da Z(Q) CZ(CoB(a)), folgt nun die 
Behauptung. 
(2.6) LEMMA. Sei t E Q - Z(Q), t N z E Z(Q) in G. Dunn gibt es ein B c Q, 
t E B und B -Z(Q) in G. 
Beweis. Es sei t E B -Z(Q) in G. Da [t,Z(Q)] = 1 ist, ist Z(Q) C N,(B). 
Umgekehrt ist such B C No(Z(Q)). Al so ist [B, Z(Q)] = 1. Nun folgt C,(t) C 
N,(B). Sei nun x E B - Q. Es ist [C,(t), x] C B n Q. Also ist I[C,(t)/Z(Q), x]I 
< q. Die Struktur von Aut(Q), siehe [7], liefert nun [x, Co(t)] < Z(Q). Das 
liefert dann aber x E Q. Dieser Widerspruch zeigt B C Q. 
3. DIE GRUPPE L, 
Wir fiihren die folgende Notation ein. Es ist M = &l/Q und %’ = M/Z(Q). 
Weiter sei Z(Q) # B C Q, B -Z(Q) in G. Wir setzen LB = (Qe n M)Q, 
wobei QB = F*(N,(B)) ist. Weiter sei 1 Q I = q2n+1 mit n > 2. 
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Wir sagen, daf3 eine Involution a E m vom Typ ua auf & ist, falls I[&, a]1 = qs 
und [Q, &] elementar abelsch ist. 
(3.1) LEMMA. Es gilt eine der folgenden Aussagen: 
(i) Es gibt hein f E C&J - B mit x2 = 1. 
(ii) Es gibt ein ki E I!& mit z vom Typ a2 auf &. 
Beweis. Sei (i) falsch. Es ist k? Z C&&). Nach (2.5) ist Z(Q) C QB . Sei 
L,=MnQ,. Da Z(Q) eine TI-Menge in G ist, folgt L, = Z(Q) x Q,, , 
wobei Q0 ein zentrales Produkt von 2-Gruppen vom Typ L,(q) und U,(p) ist. 
Es ist ConQB(&J = Z(QJ von der Ordnung q. Sei C das volle Urbild von 
C&f;,) in Q. Dann operiert C auf L, , da [C,Z(Q,)] = 1 ist. Sei x E Q, 3i: E 
- 
C&J - Z(Qd D ann ist x E CO(B) - QB . Weiter ist [L, , x] < Z(Q). Also 
ist 1 Qa : Coa(x)j < q2. Sei nun x2 = 1 und r E QB , o(r) = 4, x N xr in Qa . 
Dann gibt es ein b E B# mit x N xb in QB n M. Das ist aber ein Widerspruch. 
Also ist [QB , x] elementar abelsch. Die Struktur von Aut(Q) [7, Satz 4; 5, Sekt. 81 
liefern nun IIQB/B, x]l = q2. Al so ist x vom Typ a2 auf QB/B. Da es nach 
[25, (2.18)] ein Element g E G mit Z(Q)” = B und Bg = Z(Q) gibt, erhalten 
wir nun (ii). 
(3.2) LEMMA. Es ist QB n Q elementar abelsch. 
Beweis. Es ist Z(Q) C Qa und C,(Z(Q)) = Z(Q) x Q0 mit Z(Q,,) = 
(Qo)’ = B- 
(3.3) LEMMA. Es gilt eine der folgenden Aussagen: 
(i) 1 LB 1 = qn-l. 
(ii) Es gibt ein a E & , B vom Typ a2 auf &. 
Beweis. Nach (3.2) ist Q n QB elementar abelsch. Also ist 1 Q n QB j < qn+l. 
Somit ist I&, 1 3 q--l. Setze L, = Qa n M. Dann ist 1 L, I = q2n. Sei nun 
1 zB I > qn-l. Dann ist j QTB I < qn+l. Also ist 1 Q n QB I < q”. Setze 
A = CzB(cQB). Dann ist A # 1. Es ist [LB , Co(B)] = [Q(QB n M), Co(B)] 
G Z(Q)[QB n .W Co(B)1 < Z(Q)(Q n Q,d < Q n QB .Also ist 6?% J& , A1 
-- 
< [Qzs , 21 = 1. Das 3-Untergruppenlemma liefert nun [G, A,L,) = 1. 
Somit ist [G, A] < Cobb. Da Co~a(&J = B ist, folgt [Cz A] 
< E). Sei nun 5 E A mit [g, G] = 1. Es ist CO(B) = B x Qr . Es operiert 
% auf &r . Also ist Qz = Co(Qi) b f 11 e en a s x-invariant. Es ist Q2 vom Typ 
L,(q). Wegen [& 21 = 1, folgt nun [Q, , %] = 1. Also ist [Q, %] = 1. Das ist 
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ein Widerspruch. Somit ist [%, G] # 1 fur alle f E A#. Identifiziere nun & 
mit dem 2n-dimensionalen orthogonalen Raum iiber F, und B mit einer Unter- 
gruppe van O(&), d er orthogonalen Gruppe. Sei N der Stabilisator von s. 
Dann folgt nun ,!i C O,(N). Da A keine Involutionen vom Typ a2 enthalt, folgt 
nun ( 2 [ < q2. Nach [25, (2.18)] ist (Q, Qs)/O,((Q, QB)) g L,(q). Weiter ist 
[Q n QB 1 <Q, Qdl G G(Q), JO. Setze X = G,(co,o~~Q n QJ. Dann ist 
X < (Q, QB). Weiter ist X > Q n Qs . Sei r E <Q, QB> mit Qr = QB und 
Qs’ = Q. Dann ist I C~,(~Q,Q,~)/O~O,,(~)~ = (I 02(CQ, Q&)/Q n QB V’. Aho 
operieren Elemente ungerader Ordnung aus (Q, Qs) fixpunktfrei auf (O,((Q, 
Q&)/Q n QB)#. Sei nun zunachst / -,!i ) < q. Dann ist 1 X/Q n QB 1 < q2. Also 
ist X/Q n QB der natiirliche Modul fiir (Q, QB>/O,((Q, Q,}). Sei zunachst X 
elementar abelsch. Es ist [$ Q] < X. Also enthalt nun 2 Involutionen vom 
Typ a2 auf &. Das ist ein Widerspruch. Somit ist Q n QB = sZ,(X). Die Struktur 
von Q liefert nun aber ( Co(Q n QB)/Q n QB j > q. Das ist ein Widerspruch. 
Also ist j A / > q. Dann liefert die Operation von L,(q), dal3 j 3 j = q2 und 
I Q n QB j = q* ist. 
Die Struktur von O(Q) Iiefert G) C &A+ C!,(t). Sei nun C N B in a, 
CCC,(B)-QB. D ann gibt es ein t E A# mit Cc(t) + 1. Nach [7] gibt es 
in Aut(Q) ein Element p, o(p) = q - 1, das fixpunktfrei auf &# ist. Weiter ist 
[C,ut,oG(Q)h PI G Gut,,@). Al so o P eriert p auf B nach (3.1). Dann folgt, 
dal3 p such auf C operiert. Da [t, p] E CAut(&&), folgt nun [C, t] = 1. Da t 
vom Typ c2 auf & ist, folgt nun [Q-c, t] < Q%c n B. Da C < QB ist, 
ist B $ Qc . Also ist [Q n Qc , t] = 1. Da C,(t) C Co(%) ist, folgt nun 
Qn QCCo(B).S omit ist (Q n Q,)B elementar abelsch. Da \(Q n Qc)B / > qn 
ist, folgt nun, daD Q ein zentrales Produkt von 2-Gruppen vom Typ LB(q) ist. 
Weiter ist Co(Q n Qs) = (Q n QB)Y, wobei Y vom TypL,(q) ist. Setze 
Y = (A,, BJ mit &Z(Q) s E,a s B,Z(Q). Sei nun s E- x# und x” f & - 
CT). Dann ist [It, a] nicht singular. Also ist [s, 2-J E {iir&(Q3J / ii, E (izi)#, 
& E (&)“>. Es ist /(I?~& ) (z, E (a,)#, & E (f3,)#}1 = (q - 1)“. Da q2 - 1 > 
(q - 1)2 ist, gibt es ein t E &+ mit [t, 21 E Q n Qs . Das ist ein Widerspruch. 
Somit haben wir BM n C,(B) C Q n QB gezeigt. 
Sei nun C E B” n C,(B), C < Z(Q)B. Sei D e BM n Q mit [D, B] # 1. 
Sei zunachst such [C, D] # 1. Es operiert D auf BCZ(Q). 1st x E SZ(Q) - Z(Q), 
so ist x N b E B# in Q. Also sind alle Element aus BCZ(Q) in G konjugiert. 
Da D eine TI-Menge in G ist, gibt es ein B, E BM n BCZ(Q) mit [B, , D] = 1. 
Somit haben wir gezeigt, daR jedes D E BM n Q in QB, , fur geeignetes B, E 
EM n BCZ(Q), enthalten ist. Da B, D in (B,)M n Co(B1) enthalten sind, folgt 
(a B) C Q n Qe, . Also ist [B, D] = 1. Das liefert nun, dal3 (B”) abelsch 
ist. Das ist aber ein Widerspruch. Somit haben wir BM n C,(B) rZ(Q)B 
gezeigt. 
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SeinunhEmmitEBh #LsundLs”nzs # l.Danngibteseint~MnQs 
mit t E (LB n &+“)#. Es ist [t, B] = 1. Sei 8” = 8. Dar-m ist es” = i& . Das ist 
ein Widerspruch. Also ist [B, B’] # 1. Wir kijnnen [B”, f] = 1 annehmen. Sei 
b E B#. Dann ist t E (Qb)@ = Qbz fiir ein z E Z(Q)“. Aber b.z - b(bz) = x in 
C,(t). Also ist t E Qz = Q. Das ist ein Widerspruch. 
Somit haben wir gezeigt, daD &, eine TI-Menge in M ist. Nach (3.1) ist i&, 
schwach abgeschlossen in Nm(&,). Nach [20, (5.7)] operiert N&s) transitiv 
auf (Es)+, da O,(M) = 1 ist. Somit ist [LB , G)] < 8. Da LB keine Involu- 
tionen vom Typ us auf & enthalt, folgt nun ] Es 1 = q2. Also ist qn < 1 LB ! < 
q2. Das liefert den Widerspruch II < 2. Damit ist das Lemma bewiesen. 
(3.4) LEMMA. Es enthalte zB keine Involution vom Typ a2 auf &. Sei X < 
Co(B) mit [x, LB] < 8. Dunn ist X < Q n Qs . 
Beweis. Sei X $ Q n Qs . Es operiert X auf Qs . Also gibt es ein x E X - 
Qs mit I[QJB, x]l < q2. Es folgt, daO x vom Typ c2 auf QB/B ist. Also gibt es in 
LB Involutionen vom Typ c2 . Sei 2 <i& maximal, so daR alle Involutionen 
aus 2 vom Typ c2 auf & sind. Die Struktur von O(Q) liefert 1 a 1 < q2. Sei 
zunachst I 2 I > q. 
Sei x E Q, x N b E B# in M. Sei weiter x E C,(B) - QB . Dann gibt es ein 
a~ &+ mit [&z] = 1. Also ist [EQ,, %] < Bz,n Q = 1. Es folgt 
Qzz _C C&a)CG. Nach (3.3) ist aber Co(Q n Q2) = Q n Qz . Das 
ist ein Widerspruch. 
Also ist BM n C,(B) _C Q n Qs . Sei nun wieder x N b E B# in M mit 
x $ BZ(Q). Dann ist x N xb N b in M. Sei nun C N B in M. Dann ist Co(C) n 
(B, x) # 1. Also ist C < Qs oder C < Qzb mit geeigneten b E B. Das liefert 
nun den Widerspruch, dal3 (B”) abelsch ist. 
Somit ist BM n Co(B) C BZ(Q). S ei nun h E ill mit Es’ # &, und EB;Bh n &, 
# 1. Dann gibt es ein t E Qs n M mit t E (f;8& n &J#. Wir erhalten [B, B’] 
# 1. Weiter kijnnen wir [t, B] = [t, B”] annehmen. Nach [25, (2.18)) ist 
<Q, QB>/02((Q, Qd) = L,(q). We&r folgt fcr Yes s E Q - O,(<Q, Q&j, dafi 
Co,(c a,oB,,,O,-,qB(~) C Q/Q n Qs ist. Das liefert nun t E Q. Das ist ein Wider- 
spruch. Somit 1st EB eine TI-Menge in M. Nach (3.1) ist &, schwach ab- 
geschlossen in N&&J. Anwendung von [20, (5.7)] liefert nun, da0 NJ&&) 
transitiv auf (LB)+ ist. Also ist LB = 2. Nach (3.3) ist dann n = 3. Weiter ist 
q2 3 16. Somit liefert [20], daB (~sB)/Z((~s~)) zu L,(r), Sz(r), Us(r), M,, , 
Ma oder M24 isomorph ist. 
1st (&,“)/Z((LBm)) E M,, , M23 oder M,, , so ist q = 4. Also ist (EBm) < 
SO+(6,4). Aber 11 -Y j SO+(6, 4)/. 
Somit ist (&~)/Z((~a~)) zuL,(r), Sz(r) oder U,(Y) isomorph. Da Sz(q2) und 
U,(q2) nicht in SOf(6, q) enthalten sind, folgt nun (&,fl)/Z((&,m)) E L2(q2) 
oder L,(q). 
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Sei zunachst (EBm) z L,(q2). Nach [lo] gibt es X, , X2 < Q mit 1 < Xi < 
X2 < & und [Xi, (&iH)] = 1 = [Q/X,, (EBm)]. Weiter ist 1 X,/X, / = q4. 
Es ist Q = (JP). Also folgt mit (3.3), da8 X2 = Q ist. Weiter wissen wir, da13 
es ein 7 E (EBM) mit O(T) ungerade und co(~) = X, gibt. Dann ist Q = XJQ, T] 
mit [X, , [Q, T]] = 1. Es ist X, = C&Q, T]). Also operiert <Esm) auf [Q, T]. 
Das liefert nun [Q, T] = (B”). Das ist ein Widerspruch. 
Sei nun (~,~)/Z((&~)) z L,(q). Nach [IO] gibt es in & eine Untergruppe 
2, , so da8 / X, ( = q3 ist. Weiter ist r?, unter (i&m} invariant. Nun folgt mit 
(3.1) BCT&. Al so ist (B”) = Xl , da E, schwach abgeschlossen in einer 
Sylow 2 Untergruppe von M ist. Aber Xi # Q. Das ist ein Widerspruch. 
Also ist 1 A 1 < q. Es ist A stark abgeschlossen inks beztiglich ?@. Bilde wieder 
(Q, Qs). Nach Annahme ist Z(O,((Q, Q&)/BZ(Q)) $ Q n Qs/BZ(Q). Also ist 
nach [25, (2.18)1 Z(O,((Q, Qd)/BZ(Q))/(Q n Qs/BZ(Q)) L,(q)-invariant. Das 
liefert nun I A I = q. 
Sei wieder x E C,(B), x~b~B#inM.Seiweitera~~#mit[&R]=l. 
1st x $ QB , so erhalten wir wie oben einen Widerspruch. Also gilt stets x E QB 
oder [?, A] = 8. Insbesondere ist xB C x”. Sei nun b E B# und GV = 6” n QB . 
Dann folgt (@)# = @. 
Sei zunachst I( > q”. Sei E N B in M mit [E, B] # 1. Dann ist 
/(C&E))\ > q. Sei g E M mit bg = e. Sei weiter a E x#. Dann operiert %g 
auf &(e)E. Also ist Cc=, (a”) # 1. Dann ist aber sogar CzE f 1. 
Sei 1~ Cy(E)E . Dann ist (E, B) C Qf nach (2.5). Das widerspricht aber 
[B, E] = Z(Q). Also ist j(@)/ < q2. 
Sei nun EG ?@ mit [x8, x] = 1. Es ist Z(Q)Bg = f&([Q, zg]). Also ist 
A < N,&,sp). Somit ist 8” C Q n C(B). Weiter ist [B’, A] = 1. Also ist 
B”CQTp- Das zeigt nun A” C (@). Da 1 B / = q und I(@)/ < q’ ist, 
folgt nun I xM n C,(a)1 < q + I, da 2 stark abgeschlossen in .&r ist. Es ist 
Jf C -!a(,&). Sei ae E Ae. Dann folgt nun j &i - 
C,=JB”)I < q. Da Be C Q n QB 
: C~~(ii:)[ < q. Also ist (es : 
ist, folgt I EB : CEB(Bg)I = q. Somit ist dann - -_ 
such j & : C!,&&%)I = q. Das liefert nun xB n Cm(A) < LBAg. Weiter ist 
C,-&T~) = C@). N un folgt (Am n C&ii))’ = 1. 
Sei nun R E ,!@ mit AK n A # 1. Dann ist fur t E (d’ n 2)” B = L$([t, 81) = 
8”. Also ist h E Nm(LB) < N&A). S omit ist A eine TI-Menge in ii$. Da A 
stark abgeschlossen in & und Es schwach abgeschlossen in N&s) ist, enthalt 
N&x) eine Sylow 2-Untergruppe von ?@. Nach [21, Korollar 21 ist dann 
CAfl>/Z(<~M)) zu LP), S+“), u&P), 4,4 ,A,, 4, M2, , n/l,, o&r 
M24 isomorph. Da O,(C,((xa))) = 1 ist,- induziert EB nicht triviale Auto- 
morphismen auf (aR). Die Struktur von (J”) zusammen mit q > 2 liefert nun 
2 = LB . Dann folgt aber mit (3.3) der Widerspruch TZ = 2. Damit ist das 
Lemma bewiesen. 
470 GERNOT STROTH 
Zusammenfassend erhalten wir nun: 
(3.5) SATZ. Enthalt &, kein x vom Typ a2 auf &, so gilt: 
(1) z, ist schwach abgeschlossen in NJ&). 
(2) C&J = 8. 
(3) I.& / = qn-l, 1 Q n QB / = qn-tl. Q ist ein zentrales Produkt von 
2-Gruppen vom Typ L,(q). 
Beweis. (1) folgt sofort aus (3.1). Weiter ist (3) die Aussage von (3.3) und 
(3.2). Nach (3.4) und [25, (2.18)] ist Co(EB) C QzB. Mit (3.1) und (3.2) 
erhalten wir dann (3). 
(3.6) LEMMA. Sei h E fcI mit J?~’ n NJ&) # 1. Dann ist [B, B’] = 1. 
Beweis. Sei [B, B’] # 1. Dann gibt es ein x E (Qe n M)‘; mit 1 # x E 
EBh n Nm(&J. Es ist 8’ = B nach (3.5). Also ist [B, X] < BZ(Q). Die Struktur 
von Aut(Q) [7, Satz 41 liefert nun [B, X] < Z(Q). Sei b E B mit b” = bz, 
z E Z(Q)“. Dann ist x = (zx)” E (Qh-& = Qhelhbs mit (bh)b = bhs. Da 
unter B alle Elemente aus b%(Q) konjugiert sind, folgt nun x E ntPz(o) Qh-ibht . 
Es ist bht N bh(bht) = t in Qhelbh , fiir t E Z(Q)+. Somit ist dann sogar 
bht N t in C(X). Also ist x E Q. Das ist ein Widerspruch. 
(3.7) SATZ. Sei L, eine TI-Menge in M. Dann ist n = 4 und (zBR) = 
E(m) GE L,(q3). 
Beweis. Setze M,, = <&ra>. Es ist &, schwach abgeschlossen in N&!&) 
nach (3.5)(l). Weiter ist 1 LB 1 = q”-r > 16. Somit ist nach [20], %!,,/Z(&?,,) zu 
L,(r), SZ(Y), U3(r), M,, , MS3 oder MS4 isomorph. 1st M,/Z(M,) z M,, , M2, 
oder n/r,, , so ist q”-l = 1,&\=16. Alsoistn=3undq=4. Aber 11~ 
I 0+(6,4)1. 
Sei M,,/Z(M,,) s L,(r), m > 3. 1st h E M,, , so ist stets EB’r’ n N&s) # 1. 
Somit ist nach (3.6), (B”o) abelsch. Da Lfo = L,m ist, folgt nun, da13 (B”) 
abelsch ist. Das -ist ein ‘Widerspruch. 
Also ist &!,,/Z(%%,,) eine Bendergruppe. Sei nun s E Syl,(M,,). Dann ist 
zB = sZ,(s). Also ist J&,/Z(&&,) z L&+-l), SZ(@-~) oder U&“-l). Sei q = 2”. 
Sei a,, $ L&-l). Nach [l, K orollar 2, p. 3581 gibt es dann in M,, ein Element 7 
von Primzahlordnung, so da8 O(T) 1 27n(4n-4) - 1 bzw. 2m(6n-6) - 1 aber 
O(T) 7 2” - 1 fiir x < m(4n - 4) bzw. x < m(6n - 6). Dann ist aber r $ 
GLznm(2). Also kann dann MO nicht auf & operieren. Somit haben wir MO E 
L&-l) gezeigt. 
Nach [7] gibt es in Aut(Q) ein Element p der Ordnung q - 1, das fixpunktfrei 
auf &# operiert. Weiter ist [M,, , p] < C Aut(0)(&). Nach [18, II(3.11)] ist nun & 
ein F,M,-Modul. Nach (3.5) ist der Eigenraum zum Eigenwert 1 von s auf & 
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eindimensional. Sei nun L ein Zerfallungskorper fur JZ,, und P ein irreduzibler 
Untermodul von &. Dann ist P OF L vollstandig reduzibel. Da der Eigenraum 
zum Eigenwert 1 von s auf p 0°F L die Dimension Eins hat, ist r? OF L 
irreduzibel. Nach [9] ist P oFp L =9 V, @ ... @ I’, , wobei die Vi algebra&h 
Konjugierte des natiirlichen Moduls sind. Es ist I’ absolut irreduzibel und iiber 
F, realisierbar. Wegen j AutFJFan-l)l = n - 1, folgt n - 1 / i. Somit ist 2n = 
dim,J&) 2 dim,(r) = dimf.,-,(P OF, L) = 2i = 2”(“-l). Das liefert nun 
n < 4. 1st n = 4, so haben wir die Behauptung. Sei also n = 3. Dann ist 
P # &. Aber P 4 A?. Al so ist V = (B”) < Q. Das ist ein Widerspruch. 
(3.8) LEMMA. Sei h E R - N=(L,), X = (LB ,LBh>, &, n O,(X) + 1 Z& 
LB02(x)/02(X) eine TI-Menge in x/02(x). Dunn ist x/O,(x) zu L,(q) oder 
L,(q*) isomorph. 
Beweis. Setze i? = (Ax). Nach (3.6) ist dann U abelsch. Sei gemal [7], 
P E Aut(Q), O(P) = q - 1, mit [CAutdZ(Q)), PI < CAutd&). Dann ist 
[X, p] < CAut(o)(&). Nach [18, 11(3.11)] ist dann 1? ein F,X-Modul. Da 
Co(&) = B ist, folgt, dal3 0 ein irreduzibler X-Modul ist. Weiter ist [o, LR] < 
GQB . Es ist 0 = [t?, EB][o, LBBI;]. Die Struktur vonL, liefert nun I[~,&]~ < 
q ) LB : L, n O,(X)\. Nach (3.5)( 1) ist J?, schwach abgeschlossen in N~(J!&). 
Also ist &0,(X)/O,(X) schwach abgeschlossen in C8,0a~R~(~,,0,(X)/0,(X)). 
Nun folgt mit [20], dal3 X/O,(X) eine zentrale Erweiterung einer Gruppe 
ungerader Ordnung mit &x(r), U3(y), L,(r), A,, A, , A,, A, , M22 , M2, , M2, 
oder eine Diedergruppe D,, , u ungerade, ist. 
Sei zunachst X/O,(X) eine zentrale Erweiterung mit SZ(Y) oder U,(Y). Dann 
ist Y = / r;,O,(X)/O,(X)I. Somit ist 1 0 1 < q2r2. Das liefert nun r = q und 
1 0 ( = q4. Weiter ist dann X/O,(X) z Sz(q). Die Struktur von Sz(q) liefert 
nun [LB , [J?, , o]] = 1. Da IILB , 011 = q2 ist, ist das ein Widerspruch. 
Sei nun X/O,(X) s L,(Y). Da X von i$ und LB erzeugt wird, folgt nun 
X10,(X) z L2(y) mit r = /L B : E, n 0,(X)1. Sei S E E, - O,(X) mit [S, 
[ 0, &J] = I. D ann liefert die Struktur von X, dal3 [& , [o, LB]] = 1 ist. Also 
ist B = [o, LB]. Insbesondere ist 1 0 [ = q2. Nach (3.4) ist 0 C FQB -41~0 
ist LB n O,(X) = C,(o). D as liefert Y = q und X/O,(X) e L,(q). Also 
konnen wir annehmen, da8 es kein solches s gibt. Dann ist LB n O,(x) := 
CL,( FQB). Also ist Y = q5 fur geeignetes x. Wie in (3.7) erhalten wir, dal3 0 
ein absolut irreduzibler F,X/O,(X)-Modul ist. 1st L ein Zerfallungskorper fur 
X/O,(X), so folgt wieder mit [9], daB 0 aFpL E VI @ ... @ Vi , wobei die Vj 
algebraisch konjugierte des nattirlichen Moduls sind. Da 0’ iiber F, realisierbar 
ist, folgt nun wieder x j i. Somit ist dimFc(IS) = 2”’ mit geeigneten Y. Weiter 
ist [ 0 j < q2q2”. Also ist dim,*(o) < 2(x + 1). Somit ist x = 1, 2 oder 3. 1st 
x = 1 oder 2, so haben wir die Aussage des Lemmas. Also kijnnen wir X/O,(X) 
z L,(q3) annehmen. Weiter ist / 0 1 = qa. Nun ist I[o, LB] / < q4. 1st s E L, - 
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O,(x), so folgt stets ][o, S] 1 > q3. Da [Es , [ 0, &]I # 1 ist, folgt ][o, S] 1 = q3. 
Sei nun 7 E x, o(y) 1 q3 + 1 und o(y) prim. Sei weiter ji” = 7-l. Dann folgt 
nun [C&j), S] = 1. Sei p1 E x, o(&) = q3 + 1, mit &” = 7;’ und 7 E (&). 
Dann folgt nun [Co(p), X] = 1. Also ist fiir jedes ii E C&j)# stets Cxlo&@) = 
(ri , s). Also hat Zz genau (q3 - l)q3/2 Konjugierte under X. Weiter sind zwei 
verschiedene ti aus CO(Y) in x nicht konjugiert. Es ist (42 - l)(qa - l)ps/2 = 
(q* - q5 - q6 + 43)/2 > q4 - 1. Das ist ein Widerspruch. 
Sei nun X/O,(x) eine Diedergruppe. Wegen C&s) erhalten wir nun 
[&, , 01 < i?. Also ist nach (3.4) 0 C QTQB . Das liefert dann aber den 
Widerspruch /L, : L, n O,(R)1 3 q > 2. 
Sei nun X/O,(w) eine zentrale Erweiterung mit A, oder A,. Dann folgt 
~&JOe(X) n &, 1 = 4. Es folgt nun q = 4, da x gL,(q) ist. Also ist 26 < 
1 fi 1 < 2s. Nun liefert aber die Struktur von QB , da0 C~~JS) = CVxB(&J 
fiir jedes ? E LB - O,(X) ist. Also ist [o, S] = B = [8, Es]. Dann folgt aber 
der Widerspruch / 0 / = 24. 
Sei nun X/O,(x) eine zentrale Erweiterung von A, oder A, . Da A, s GL,(2) 
ist haben wir diesen Fall schon behandelt. Da A, eine zu L,(8) isomorphe 
Untergruppe enthalt, die von zwei Konjugierten von &0,(x)/O,(x) erzeugt 
wird, erhalten wir nun wie oben q = 8. Also ist I r? 1 < q4. Die Sylow 3-Unter- 
gruppen von L4(8) sind abelsch. Insbesondere ist A, keine Untergruppe von 
L,(8) aber / 0 1 = q”, q3 oder q4. Das ist ein Widerspruch. 
Sei zuletzt X/O,(X) eine zentrale Erweiterung mit i&a , Ma, oder Mg4 . Dann 
ist 1 LB : E, n O,(x)1 = 24. Somit ist I 0 I < @2*. Da M,, nicht in L,(q) 
involviert ist, folgt q4 < / I? 1. Also ist q < 24. Da 11 r / L4(24)l und 11 T 1 L4(23)l, 
folgt q = 4 und / 0 ( = 21° oder 212. Weiter folgt, da8 x/O,(x) eine zentrale 
Erweiterung von M22 ist. Sei nun s E L! - O,(x). Dann ist [s, 01 < C~%,(S). 
Die Struktur von QB liefert ein t EL, - O,(X)(s) mit [t, [s, o]] = 1. Die 
htruktur von Nx,oZc.&02(~)/02(8)) 1’ f t ie er nun eine Untergruppe P von der 
Ordnung mindestens acht in ~B02(~)/02(X), so da8 [v, [s, m] = 1 ist. Die 
Struktur von Qs liefert nun [LB , [i, o]] = 1. Also ist [LB , 81 < B. Das ist 
ein Widerspruch. 
(3.9) Bezeichnung. Fur t E&,# setze R, = (LB’; 1 t E LB’, h E icIi). Setze 
weiter 8, = (8” I t E EBB’;, li E R) und mt = Cq( vt). 
(3.10) SATZ. Sei t E @. Dann gilt eine der folgenden Aussagen: 
(1) R, = J& oder. 
(2) i?,/m, E SL,(q), Sp,,(q) oder 9-+(2m, q) mit natiirlicher Operation 
auf P, . 
Beweis. Sei fur ein t E Es+ die Aussage (1) falsch. Nach (3.6) ist Yt = I’ 
abelsch. Setze weiter R = 2, und m = Iv, . 
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Sei zunachst I’ Z Qs . Dann folgt fur alle C E RR, da5 V < Qc ist. Also ist 
jedes f E p# in R zu einem 6 E fi konjugiert. Es ist Qs n Q eine maximale 
abelsche Untergruppe von Q. Also ist ) & : C&(a)\ > / p j/q. Das liefert --- 
[ L,N/N 1 > 1 v l/q. Nach [7] gibt es ein p E Aut(Q) mit o(p) = q - 1 und 
[R, p] E CAut(o@). Weiter ist p fixpunktfrei auf &“. Da p auf C&J = B -- 
operiert, operiert p such auf 8. Nach [ 18, II(3.1 I)] ist dann p ein FUR/N-Modul. -- 
Nun folgt, da5 R/N von Wurzeluntergruppen erzeugt wird. Nach [19] ist 
R/N s SL,(q) oder S’,(q) mit natiirlicher Operation auf P. 1st R/N E S&(p), - -- -- 
so folgt j L,N/N 1 = q. Also ist 1 P I = q2. Somit ist R/N s A&(q) z SL,(q). 
Sei nun VeQ,. Setze W = C,(V) und WI = W n (ncGBR Qc). Sei 
IV1 # I. Es ist IV R-invariant. Somit ist k C LVr oder IPi C k. Sei zunachst 
kCWl. Dannist VcWIGQe. Das ist ein Widerspruch. Also ist I@1 C a. 
Da B eine TI-Menge in Gist, folgt nun @r = R = r. Das ist ein Widerspruch. 
Also ist I@1 = 1. Es ist [@, t] ,< I@r = 1. Somit folgt I[&, t]/ < I Q : W / = 
1 p 1. Da R C C(t) ist, ist [Q, t] R-invariant. Wegen [Q%s , i] = k folgt 
PC [&, t]. Also ist p = [Q, t]. 
Betrachte X: %I@-+ [Z, t] fur f E & - I@. Dann ist x ein R-Isomorphismus 
von Q/W auf 8. Die Operation von (p) liefert, da5 x ein F,R-Isomorphismus 
ist. Fur jedes f E p wahle nun ein 5 E & mit $I@ = x-l(Z). Wir definieren auf p 
ein Fq-Skalarprodukt. Sei h: Z(Q) + F, der durch p induzierte Isomorphismus. 
Setze nun (2, y) = a E F, , falls [x, $1 = h-l(a) ist. Wegen W = C,(V) ist 
( , ) wohldefiniert. Weiter ist [x, $1 = [x, $]“[x, ti] = [x, $][x, zi]. Also ist ( , ) 
bilinear. Die Operation von p (siehe [7, Satz 41) liefert, da5 ( , ) eine F,-Bilinear- 
form ist. Es ist [& t] = E. Also ist 2’ = 3~s mit s E Z(Q). Wahle nun 2 mit 
f2 = 1. Dann ist ixs eine Involution. Also ist 2x eine Involution. Also ist 
[x, a] = 1 = h-l(O). Also haben wir (2, 2) = 0. Insbesondere ist ( , ) ein 
symplektisches Skalarprodukt. Wegen C,(Q) = Z(Q) ist ( , ) regular. Also ist .- - 
I p I = q$m fur geeignetes m. Wir haben nun, da5 R/N ,< Sp&q) ist. 
Es ist 81 = x(=/I@) = V;;;z,, da [Cz, t] < &s ist. Somit ist 
) VxB ) = qzm-l. Weiter ist j f;, : C,,(rQs)\ 2 ) V%B //q. Also ist 
1 &N/N I > q2m-2. Sei nun S der Stabilisator in S?(8) von 8. Dann ist 
L,N/N 5 S. Wegen [kl, LB] < k, 
- -- 
ist L,N/N 2 O,(S). Insbesondere ist - -- 
l O,(S) : WV’ I < q. 
Sei zunachst m = 1. Dann ist dim,*P = 2. Da R/N irreduzibel auf p 
operiert, folgt R/N G Sp,(q) s L,(q). Nun ist aber [Es , P] ,( 8. Nach (3.4) 
ist dann V C Qs . Das ist ein Widerspruch. 
Sei nun m = 2. Weiter enthalte L,N/N keine Involution, die vom Typ b, 
oder a2 auf v ist (fur die Bezeichnung vergleiche [5, Sekt. 81). Da R/N 5 Sp,(q) 
ist, folgt nun I L,N/N I = q’. Da q > 2 ist, ist O,(S) ein unzerlegbarer S/O,(S)- - -- - -- 
Modul. Nach (3.5) ist L,N/N schwach abgeschlossen in NR,~(L,N/N). Somit --- --- 
liefert die Struktur von Z+,(q) leicht, da5 I NR,~(L~N/N)/C&,L~N/N)I < 2 
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- -- 
ist. Weiter ist (&&&N/N) 1 
--- 
e ementar abelsch. Sei zunachst 1 NR,~(L,N/N)/ 
C~,&fi/N)l = 2. Da R/N = ((J&N/N)~/“) ist, liefert nun [17, Lemma 181 
einen Widerspruch. Also ist CR,&~N/N) 
-- 
eine Sylow 2-Untergruppe von R/N. - -- - -- 
Nun ist L,N/N stark abgeschlossen in CR,N(LBN/N). Anwendung von [14] - -- 
liefert jetzt, da8 L,N/N eine Sylow 2-Untergruppe von R/N ist. 
--- --- - -- 
Sei nun z C L,N/N, 1 L,N/N : L / = 2, und R c R/N, j if 1 ungerade mit -- 
[K, L] = 1. Die Struktur von QB liefert, daB if auf fi operiert. Da P ein F,,R/N- 
Modul ist, folgt 1 K : C&)1 I q - 1. 
---- 
Al so ist [K, L,N/N] = 1. Dann liefert - -- 
aber die Operation vonL,N/N auf r, dal3 [ 8, C,(B)] = 1 ist. Also ist I R I j q - 1. -- -- -- 
Weiter ist O(R/N) < Z(R/N). Nun ist nach [8], R/N = Xi x ... x X, mit - -- 
einfachen X, . Sei nun a E (L,N/N n Xi)“. Dann operiert X, x ... x X, auf 
[a, P]. Da I[& 811 = q2 ist, folgt X, x ... x X, 5 L,(q). Das liefert K < 2. -- 
Somit haben wir R/N e L,(q2) s Q-(4, q) oder R/N z L,(q) x L,(q) e f2+(4, q). - -- 
Im zweiten Fall liefert die Struktur von Sp,(q), dal3 es in L,N/N Involutionen -- 
vom Typ a2 auf r gibt. Also ist R/N s 52-(4, q) mit natiirlicher Operation 
auf 8. 
Also enthalt im folgenden L,N/N stets Involutionen, die vom Typ b, oder a2 - -- 
auf r sind. Sei nun a E L,N/N, & vom Typ b, auf r. Dann ist [p, a] = 8. -- 
Weiter ist v ein irreduzibler F,R/N-Modul. Nach [2] ist o(&) = 2 oder un- -- 
gerade fur alle f E i?. Sei X Q R/N, I X I ungerade. Es operiert Es auf X. Da - -- - -- 
q > 2 ist, folgt nun leicht [L,N/N, X] = 1. Also ist X < Z(R/N). Setze nun -- 
& = E(R/N). Sei E = (,!& I ,!& K om p onente von R, mit [a, Ei] = 1). Dann 
ist [R, EsN/x] < E n LB , da R auf [ir, P] = R operiert. Da O,(R) = 1 ist, folgt - - -- 
[E, L,N/N] = 1. Die Operation auf P liefert nun R = 1. Somit ist R,(a) = -- -- 
(81). Da jeder au&bare Normalteiler von R/N in Z(R/N) enthalten ist, folgt 
- --. 
nun Cr,rJ,N(&) = 1. Weiter wissen wir, daB L,N/N m CRilv(a) normal ist. - -- 
Die Struktur von Q,,(q) liefert nun \(irRIR n L,N/N)j < q. Nun erhalten wir 
mit [3], dal3 R, zu Sp,,(q) oder U,(q) isomorph ist. 
- -- 
Sei also R, g U,(q). Dann ist I L,N/N / = q3. Also ist m = 2. Aber U,(q) $ -- 
S?,(q). Somit haben wir nun mit [16], da8 R/N z ii+,,(q) ist. Weiter ist p der 
natiirliche Modul. 
Also kijnnen wir nun annehmen, daR es in L,N/N keine Involutionen gibt, - -- 
die vom Typ b, auf p sind. Insbesondere ist dann 1 L,N/N I = q2m-2. Da q > 2 - -- 
ist, gibt es in L,N/N eine Vierergruppe K, die nur Involutionen enthalt, die vom 
Typ u2 auf P sind. 
- -- 
Setze 9 = (3 / a E L,N/N, a vom Typ a2 auf P} und X = (gR’IJ). Wir 
zeigen zunachst, da13 gR” eine x-Konjugiertenklasse ist. Da O,(R/N) = 1 ist, 
ist such O,(X) = I. Also ist nach [[22; (4.15)] yRlrn = U ai , g’i Konjugierten- 
klassen von (4, ungerade}+-Transpositionen von (gi). Beachte, daB nach [5] 
die Menge der Involutionen vom Typ u2 in Sp,,(q) eine Konjugiertenklasse 
von (4, ungerade}+-Transpositionen ist. Sei nun xx = (&) und xa = 
(yRIR - $). Nach [22] ist [X1 , X2] = 1. Sei nun a E Z& n g. Dann ist 
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I[&, P]l = q2. E s operiert X2 auf [g, P]. Sei R der Kern von x2 auf [a, a]. - -- 
Dann ist x2/z 5 GL,(q). Da B < [a, a] ist, folgt K < N~,#.,N/~). Da - -- - - -- 
O,(a) = 1 ist, folgt R n L,N/N = 1. Also ist [K, L,N/N] = 1. Dann folgt 
aber [E, P] = 1. Also ist g = 1. Somit ist .X2 5 GL,(q). Das gleiche Argument 
liefert Xi 5 GL,(q), falls x2 # 1 ist. Also haben wie x = Xi oder X ,( --- 
GL,(q) x GL,(q). Wir wollen den zweiten Fall annehmen. Es ist L,N/N in 
NR,~(&) n NRlm(X2) enthalten. Setze -.?ii = 
- -- 
(xi , L,N/N). Dann folgt A1 = 
Fi x Xi . Setze nun z = Ce,N,n(Xi x x2). Dann folgt / z 1 2 q2m-4. Sei 
c E 2s. Dann ist I[E, P]I = 4”. D a entweder [xi , [c, 811 # 1 oder [Fi , 
[E, 811 # 1 ist, folgt nun [pi , P] = [F, , a] fur alle c1 , E, E z#. Da i? C f - 
ist, ist X nicht aufliisbar. Also ist 0.B.d.A. X2 nicht auf&bar. Sei nun Z # I. 
Sei HEgi. Dann ist i[a, [E, 8]]/ = q. Nach Konstruktion operiert aber X2 
nicht trivial auf [a, P]. Somit operiert x2 nicht trivial auf [[a, [E, PI]. Die 
Existenz des Elementes p E Aut(Q) mit [R, p] E CAut(o)(&), liefert mit [18, 
11(3.11)], dal3 alle vorkommenden Moduln F,-Moduln sind. Also folgt nun 
[[[K [G 811, x21 = 1. D as ist ein Widerspruch. Also ist z = 1. Dann ist - -- 
m = 2. Weiter ist L,N/N < x. Somit ist 1 z L,(q) x L,(q) z Q-(4, q). ~- 
Somit ist X z R/N mit natiirlicher Operation auf P. 
Somit kijnnen wir jetzt annehmen, da8 gRfR eine x-Konjugiertenklasse ist. 
Da i?+’ CL?= ist, folgt x = 1’. Sei nun 1 # i7 g X, if eine p-Gruppe, p 
ungerade Primzahl. 1st [L,N/N, K] = 1, so operiert R auf B. Da P ein F,x- 
Modul ist, folgt 1 &&(fl)I / q - 1. Das liefert mit [C,(B), P] = 1, daR 
lal/q- 1 und a<Z(X) ist. Sei nun acf mit CR(&)# 1. Sei He 
NRIN(LBN/N). Dann folgt wegen R = (CR(@) / z E y), daB es ein a E 7 mit - -- 
[CR(a), i?] g B gibt. Es gibt ein 1 CEBN/m mit I L,N/N :I / = 2 mit Xi = 
Cc,,,,(E) # 1. Es operiert (L,N/N, Ki) auf [z, 81. Somit ist C,(E) > 8. Also 
ist C,(L) = [in, P]. D as widerspricht aber der Struktur von Sp,,(q), q > 2. 
Also ist K < Z(X). Nach [22] ist 1 eine ijberlagerungsgruppe einer Chevalley- 
oder Steinberg-Gruppe von der Charakteristik 2 verschieden von 2F4(r) oder 
X/Z(X) ist zu One(3), O,(5), A,, J2, M(22) oder M(23) isomorph. 
Sei zunachst X/Z(X) = G(r) eine Chevalley-Gruppe oder Steinberg-Gruppe 
verschieden von @*(r), @(t, Y), L,(Y), F4(r), 2F4(~), &z(r), U,(Y) und U4(y). Sei 
weiter a E ,F. Dann liefert die Struktur dieser Gruppen, dal3 [[a, P], Cg(a)‘] = 1 - -- 
sein muI% Also ist L,N/N n x a CX(a). Dann folgt, da8 L,N/N r\ X < 
Z(Cx(a)) ist. Da [Oz(CX(a)),&JV/R] < &V/n n X ist, folgt nun [O?(C&a)), - -- 
L,N/N] = I. Da p ein F,X-Modul ist, liefert das nun [p, 02(CX(@))] = 1. 
Das ist ein Widerspruch. 
Sei nun X/Z(W) g G(Y) oder US(y). 1st CzBR,n(x) # 1, so wahle s E 
CE~R,~(X). Es ist I[s, P] 1 = q2. Da x $ GL,(q) ist, folgt [x, [s, 811 = 1. Das 
ist aber ein Widerspruch zu der irreduziblen Operation von a auf P. Also ist - -- 
1 L,N/N ( = Y. Sei ? E x ein Element von Primzahlordnung mit O(T) / ~4 - 1 
bzw. r6 - 1 aber O(T) r 2” - 1 fur 2” < r4 bzw. r6. Nach [I, Korollar 2, p. 3581 
gibt es das. Wahle 7 mit ?” = 7-l. Dann folgt 1 p/Cp(+)I < q4. Also ist O(T) 1 
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q4 - 1. Das liefert q4 > r4. Also ist q 2 r = q2n2-2. Da m 3 2 ist, ist das ein 
Widerspruch. - -- 
Sei X/Z(X)= F4(r). Wie oben folgt L,N/N n Xg C&a). Sei zunachst --- 
L,N/N n X CZ(C,(iz)). 
--- 
D ann folgt [C,(n), L,N/N] = 1. Das ist ein Wider- --- 
spruch. Also ist / L,N/N n X ( = r7. Es ist C,(&, n X) = 02(Cx(i?)). Wegen -- - --. 
&N/N, ($(a)] _C EBN/N n X folgt, dal3 L,N/N mnere Automorphismen auf x - -- 
induziert, die den Automorphismen aus L,N/N n X entsprechen. Also ist - -- - -- 
L,N/N = CeBRIR(X) x (L,N/N n X). Sei nun t E CE~~,~(X)#, Dann ist 
@, P-j1 = q2. Al so ist [[E, P], X] = 1. Da B C [c, 81 ist, ist das ein Widerspruch. --- 
Also ist L,N/N !L X. Dann ist aber [a, a] CC&a). Das ist ein Widerspruch 
zu (3.5). 
Sei X/Z(X) g Sp,,(r). E s entspreche zunachst a in der natiirlichen Dar- 
stellung einer Transvektion. Sei t > 2. Dann ist [C,(n), [%, 811 = 1. Nun 
erhalten wir wie im Falle X E F4(r) den Widerspruch C&&J 3 [8, P]. Sei 
also X/Z(X) E Q,(r). Weiter ist r < q, da wir sonst wie eben argumentieren - -- 
kijnnen. Weiter ist L,N/N C X. Also ist qzm-2 < r3 < qa. Das liefert m = 2. 
Das ist aber ein Widerspruch. 
Somit haben wir, dalj a nicht einer Transvektion in der natiirlichen Dar- 
stellung entspricht. Sei zunachst wieder t > 3. Klar ist wieder L,N/N C 1. Da --- 
%&AYWW/N) eine 2-Gruppe ist, folgt, daD L,N/N T C&ii) ist. Sei 
nun z = Z(C&(a)), g E X, so da8 alle Involutionen aus Z x zg in X konjugiert 
sind. Wahle nun c E zg. Dann kiinnen wir [c, a] n [g, 81 # 1 annehmen. 
Also konnen wir [E, P] n [G, 81 = fi annehmen. Insbesondere ist C8(@ c 
Cx(a). Das liefert nun, da0 C#) eine Untergruppe P enthalt, die eine Er- 
weiterung einer elementar abelschen Gruppe der Ordnung r2t-1 mit Sp,,-,(r) 
ist, oder t = 3 und P ist eine Erweiterung einer elementar abelschen Gruppe - -- 
der Ordnung r6 mit SL,(q). Im ersten Fall gibt es ein IE E (L,N/N n Z(P))#. --- 
Dann ist aber [L,N/N, [d, P]] = 1. Al so ist B = [$ P]. Insbesondere ist ZE 
vom Typ b, . Das ist ein Widerspruch. Also ist t = 3 und Y ist eine Erweiterung --- 
einer elementar abelschen Gruppe der Ordnung r6 durch SL,(r). 1st 1 L,N/N 1 = - -- 
P, so gibt es in L,N/N eine Involution 2, so da8 C,(a) die Gruppe Sp,(r) 
involviert. Es folgt [C,(a), [EE, g]] = 1. Also ist [;E, 81 = 8. Insbesondere - -- 
ist ;t vom Typ b, auf r. Das ist ein Widerspruch. Also ist 1 L,N/N / = r3 = - -- 
q2m-2. Da L,N/N T Cx(“) ist, folgt r < q. Somit haben wir nun nz = 2. Da 
die Sylow 2-Untergruppen von Sp,(q) aber die Klasse zwei haben ist Sp,(r) g 
Q,(q). Also ist der Fall J@,,(r) nur fur t = 2 moglich. 
Sei X/Z(X) z J@,(r). D ann folgt wieder m = 2 und r < q. Sei r3 < q. --- 
Dann ist 1 L,N/N 1 = q2m-2 = q2 < 9. Das ist aber ein Widerspruch. Also ist - -- 
r = q. Dann gibt es aber Involutionen vom Typ b, in L,N/N. --- 
Sei x/Z(X) G Q*(2t, r). Sei weiter t > 4. Es ist wieder L,N/N C X. Weiter 
ist [Cx(a), [&, p]] # 1. Da I[8, P]I = q2 ist, induziert Q(a) auf [8, P] eine 
Untergruppe von L,(q). Insbesondere ist r < q. Sei z = Z,(C(n)), g E X, SO 
daR Z x .?j nur unter X konjugierte Involutionen enthalt. Dann kijnnen wir 
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annehmen, da13 es ein E E m# gibt, so dal3 [F, P] n [a; P] # 1 ist. Also ist 
[c, P] n [a, P] = B. Dann involviert C,(B) eine Untergruppe F, die eine 
Erweiterung einer elementar abelschen Gruppe der Ordnung r2t-2 mit 
Q*(2t - 2, r) ist. Das liefert nun q2+2 = r2t-2. Da 1 LB : Cz,([a, PI)/ > q ist, 
folgt, da0 Cx(a) die Gruppe L,(q) auf [a, p] induziert. Also ist Y = q. Dann ist 
nun t = rrz. Insbesondere ist x/Z(X) g Q*(2m, q) mit natiirlicher Operation 
auf p. Da q > 2 ist, liefert [16], dal3 R/N s O*(2m, q) ist. - -- 
Sei X/Z(X) g U,(r) s Q-(6, r). Dann folgt / L,N/N 1 < r4. Weiter in- 
duziert wieder C&(g) die Gruppe L,(q) auf [G, a], da 1 Es : CzB([g, p])i > q 
ist. Also ist r = q. Somit ist nun m = 3 und / LBN/N I = q4. Also ist X/Z(X) e 
Q-(6, q) mit natiirlicher Operation auf v. Nach [16] ist nun wieder R/N g 
976, q). 
Sei X/Z(X) E L,(r). Sei zunachst t > 5. Da dann Cx(a) C C&a; 81) und 
L,N/N < ,;if ist, folgt nun wieder der Widerspruch C&t;,) > B. Also ist t < 4. 
Sei zunachst t = 4. 1st 7 > q, so kijnnen wir wie eben argumentieren. Also 
ist r < q. Weiter induziert Cx(a) die Gruppe L,(q) auf [v, a]. Somit ist q = r. 
Nun folgt q2+? = I L,N/N I < r4 = q4. Das liefert m = 3, da XC Sp,,(q) 
ist. Weiter sieht man leicht, da8 die Operation die natiirliche Operation fur -- 
9+(6, q) ist [IO]. Also ist nach [16], R/N g Q+(6, q). - -- 
Sei jetzt t = 3. Es ist I L,N/N n x I < r2. 1st c E L,N/N, so induziert c 
einen inneren Automorphismus auf x. Da CEBBRIR(.X) = 1 ist, folgt, dal3 - -- 
1 L,N/N / < r2 ist. Also ist q2m-2 < r2. Sei s, E Syl,(x) mit L,N/N n WC s, . --- 
Sei zunachst Y > q. Da Z($) C L,N/N, folgt, da13 Nx(&) C Nx(8). Also ist - -- 
[N,(&), L,m/N] C&m/n n x. Das liefert nun L,N/N C 1. Dann folgt aber, 
dal3 alle Involutionen aus L,N/N vom Typ a2 auf P sind. Das widerspricht 
aber der Struktur von Sp,,(q). Also ist r < q. Das liefert nun q2m-8 < q?. 
Also ist m = 2 und r = q. Aber L,(q) ist nicht in Sp,(q) enthalten. 
Sei x/Z(W) g L,(r). D ann gibt es nur zwei Miiglichkeiten. Es ist L,N/N C i%? 
oder X e L,(q). Sei zunachst x z L,(q). 1st / L,N/N 1 > q2, so gibt es in 
C,(x) zwei Involutionen c1 und c2, so dal3 [ci , P] n [c2, 81 = fi ist. Dann 
ist aber XC C(B). Das ist ein Widerspruch. Also ist I L,N/N / = q2. Ins- 
besondere ist m = 2. Die Struktur von l+,(q) liefert nun, da8 es such in CzB(X) 
Involutionen gibt, die vom Typ us auf p sind. Das widerspricht aber der 
Konstruktion von x. Somit haben wir, dal3 L,N/N C x ist. Insbesondere sind 
alle Involutionen aus L,N/N vom Typ aa auf p. Das widerspricht der Struktur 
van 8%h(d. 
Sei X/Z(X)- Ott(3) oder O&5). D ann folgt [Cx(h)‘, [a, P]] = 1. Weiter - -- 
ist wiedcr L,N/N C x. Das liefert dann aber einen Widerspruch zu 1 L,N/N 1 == 
q%,--:! > 16, 
Sei X/Z(X) E A,. Dann ist I L,N/N n x / = 4. Da CeB(X) = 1 ist, folgt, 
daB 1 L,N/N I < 8 ist. Das ist ein Widerspruch. - -- 
Sei X/Z(X) E J2 . Dann ist I L,N/N n I/ < 16. Das liefert nun m = 2. 
Aber Jz C sp4M. 
478 GERNOT STROTH 
Sei X/Z(X) s M(22) oder M(23). Es ist wieder [Cx(n)‘, [%, r]] = 1. Das - -- 
liefert nun den Widerspruch 1 &N/N 1 = 2. Damit ist das Lemma bewiesen. 
(3.11) LEMMA. Fiir ein t E ~5~~ sei R, # EB . Dann ist m, = ((z$ n n, / 
h E R,). Ist R/IV c$ SL,(q), so setze T = Z(R,) n LB . Dann ist 1 T / < q und 
m; < T. 
Beweis. Setze Iv, = ((EBB)’ n w, 1 h E i?,). Seien h, 6 E w, . Es ist [B”, 
LBk n Rt] = [@, LB’; n Nt] = 1. Also ist [Es’; n m, , LBBf n Et] < I?,” n I?,~ 
n m, . Somit ist N,, eine 2-Gruppe. 1st h E R, , so ist stets Nt < Cm(@). Also 
ist Nt < NRt(EBS). Somit ist [mt , Eeli] < LB” n Nt ,( no . Also ist N,/N, < -. - -- --- -- 
Z(R,/N,,). Weiter ist N,/N,, n L,N,,/N,, = 1. Somit ist N,/N,, C (&IN,,)‘. Da - - 
q > 2 ist, liefert nun die Anwendung von [16], da8 R,/N, E SLu(4), SL,(4) -- - 
oder Q+(4,4) ist. Weiter wissen wir, dal3 1 L,N,,/N, j = 16, 4 bzw. 16 ist. Die -- 
Struktur der ifberlagerungsgruppen liefert zunachst, da8 R,/N, z SL,(4) ist. -- - 
Da L,N,/N, in einer Sylow 2-Untergruppe von RJN,, normal ist, folgt nun der 
Widerspruch L,N,,/N,, n N,/N,, # 1. Damit ist x0 = m, gezeigt. 
Sei nun R,/N, $ SL,,(q). Dann gibt es nach (2.1) ein h E &, so dal3 & = 
Nt(EB , EBE) ist. ES ist (Nt)’ C r),+ LB’ = Z(R,) n EB . 
Sei X E Z(R,) n LB . Dann ist [Cx), X] < pt n Q-e < I?, . Da 
[Cz), X] von fi, normalisiert wird, folgt nun [Cx), X] = 1. Also induziert X 
einen Automorphismus von Q/Co(V,) auf P, . Mit (2.4) erhalten wir nun 
IZ(K)G I G 4. 
(3.12) LEMMA. Sei ~EJ?,# und& ,... , L, , r > 1, Konjugierte won l& in M, 
die alle t enthalten. Setxe x = (E, ,..., E,). Dann gilt: 
(1) X/O,(X) E S-b(q), falls RtINt z SL(q), k < m. 
(2) 1st &IN, gi sL(q), so ist x/O,(X) g L,(q) oder w = f7, . 
Beweis. (1) Sei R&V, E SL,(q). Dann ist / &,mJmt I = q”-l. Es bewirkt 
,!&O,(X)/O,(x) Transvektionen iiber F, auf Cp(Oa(X)). Sei C,(O,(X)) = P. 
Dann ist X < N&&J. Das liefert mit (3.5), dal3 r = 1 ist. Das ist ein Wider- 
spruch. Somit folgt nun mit [ 191, dal3 x/O,(x) zu SL,(q) oder S&(q) isomorph 
ist. 1st X/O,(X) z Sp,,(q), so ist I & : O,(x) n LB j = q. Dann ist / C&O,(X))\ 
< 42, da Cp(,&) = B ist. Also ist X/O,(X) z E@,(q) E SL,(q). 
(2) folgt mit [23, Sekt. 131 und (2.1). 
4. DIE STRUKTUR VON F*(M) 
In diesem Paragraphen wollen wir annehmen, dal3 es ein Z(Q) + B C Q, 
B -Z(Q) in G, gibt. Setze L, = Q(Qe n &I). Wir nehmen weiter an, dal3 es 
in LB keine Involution gibt, die auf & vom Typ a2 operiert. Weiter sei n > 2. 
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(4.1) LEMMA. Setze M,, = (IBM). Dunn gilt 
(i) Ist X ein quasieinfacher Normalteiler von M, so ist X C 8!!,, .
(ii) Enthiilt M,, keinen zu L,(q) isomorphen Normalteiler, so enthilt 8& 
h6chstens einen quasieinfachen Normalteiler. 
(iii) Es enthalte M,, einen zu L,(q) isomorphen Normalteiler iy. Sind 1, , 
X2 C C,&x) quasi-einfache Normalteiler von m,, , so ist x1 c 1, g L,(q). 
- Beweis. (i) Es ist [X, R ,,I ~~~nX_a~.AlsoistXCIM,oder[~~,X] 
= 1. Sei [M,,,x] = 1. D ann folgt [LB , X] = 1. Nach (3.1) operiert dann X 
auf B. Die Struktur von Aut(Q) liefert nun [8, X] = 1. Sei nun r E X, o(i) 
ungerade. Dann ist C,(S) # 1 und [&, F] # 1. Weiter operiert Es auf beiden 
Gruppen. Nach (3.5) ist das aber ein Widerspruch. 
(ii) Seien Xi , Xs q uasieinfache Normalteiler von ii;r, . Dann ist [Xi , Xs] 
= 1. Setze Ei = &r n Xi . Seien Si E Syl,(XJ mit Si < NM&). Dann ist 
[LB , &] < Ii . 1st zi = 1, so liefern [24, (3.12), 131 Xi < C&s). Das ist aber 
ein Widerspruch. Sei nun i E (&)#. Dann ist Xs < fT, , da Xi = (E$) ist. 
Wegen O,(M) = 1, folgt nun X2 n Nt = 1. Nun liefert (3.10) & = N,X, = 
n( x X, . Weiter ist nach (3.11) m, < L, . 
Sei zunachst 1s * SL,(q). D ann ist nach (3.1 l), / Iv, / = q. Also ist 1 E, / < q. 
1st ? E (L,)#, so folgt Xi < a,. Nun folgt R,/N, e L,(q). Insbesondere ist 
Xi z L,(q). Das ist ein Widerspruch. Somit haben wir nun X1 z SL,(q), 
-5 s =+n(q), 
-- 
Y, m > 3. Sei zunachst I& # & x Es . Dann folgt C,t(X,X,) 
# 1. Nun liefert aber (3.10), Xi g Xs g L,(q). Das ist ein Widerspruch. 
Also ist i& = i& x Es. Dann folgt a0 = Xi x Xs . Die Struktur von Xi 
und X2 liefert zusammen mit (3.6) da8 (Bmo) elementar abelsch ist. Das ist 
aber ein Widerspruch. Damit ist (ii) bewiesen. 
(iii) Da wieder Xi x Xs < i;i, fur t E (X n&&f, folgt mit (3.10) 
xl x X2 g fP(4, q). Also ist Xi z XZ g L,(q). 
(4.2) LEMMA. Sei E(M) # 1. Gibt es kein. x g E(N), x E L,(q), so ist 
E(M) quasieinfach. 
Beweis. Nach (4.l)(ii) gibt es in M hijchstens einen quasieinfachen Normal- 
teiler. Also gibt es eine Komponente Y von E(M) mit Es $ N&P). Es ist 
- -T y g La(q). Sei t E Es - NM(H). Dann ist [Y, Y ] = 1. 
Betrachte x: Y + Y = (gg’ 1 g E v) mit x(g) = gg’. Dann ist x ein Homo- 
morphismus. Es ist R = Kern x < Z(P) < O(P). Sei nun s E Syls(a) mit 
&, < s und s, = s n y. Dann ist s, E Syl,(P). Sei nun s E s, dann ist 
[s, t] E a& . D as 1 iefert nun, dal3 s, elementar abelsch ist. Sei nun F E zB - 
NED. Sei s E .!?, mit S’J = 1. Dann ist X(S) = &r = [s, t] E Es . Somit ist 
F E C&Z,). Insbesondere ist [Y, Y’] # 1. Es ist [Y, p] = I. Also ist [yr, y’“] 
- -5 = 1. Weiter ist [Y, Y ] = 1. Also ist [YYt, piPri] = 1. Das widerspricht 
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aber [?, p] # 1. Somit ist z,s = Nap. Insbesondere ist LB < N,(P). 
Da p/Z(P) = ((Es n P)‘)Z(P)/Z(P) ist, ist P in R, enthalten. Da P (3 Q R 
ist, ist P 44 Wt . Das liefert nun, da H abelsche Sylow 2-Untergruppen 
besitzt, daD p/Z(P) e L,(q) oder L,(qa) ist. Also ist pg P s La(@) nach 
Annahme. Da m, < NJ#) ist, folgt nun mit (3.11), daf3 1 nt 1 =L 4 ist. Also 
ist /LB / = 4s. Das liefert nun 71 = 4. Weiter haben wir E(g) = F x P’s 
Mf) x La(@)- $3 ei nun F E Nta(P). Dann ist [T, s n FJ < i& n 7 = 1. Da 
Q > 2 ist, folgt nun, daR Cfl(E(m)) gerade Ordnung hat. Somit ist .& n 
CJ@(~)) # 1. D ann ist aber E(m) C R, fur ein T ~~~ n C~(E(li!f)). Das 
widerspricht (3.10). 
(4.3) LEMMA. Es athalte E(a) genau eine xu L,(q) isomorphe Komponente. 
1st E(m) se Ud, so ist E(a) = X x P mit quasi-einfachem ;Y und F z L,(q). 
Beweis. Es ist E(m) = P x x, mit as L,(q) und x = E(X). Da .& < 
Na( F), folgt LB n F # 1. Weiter ist x = ((La n X)x). Also ist X < i?, , 
fur t E (Es n y)#. Nach (3.10) ist dann X quasieinfach. 
(4.4) LEMMA. Sei A < C,(Z(Q)) mit L, < NM(A). 1st 1 2 ( ungerade, so 
ist?i= 1. 
Beweis. Sei E < &, mit I f;B : E I = 2 und C,(E) # 1. Dann operiert LB 
auf CA@). Sei [Es , CA@)] # 1. 1st i E i?, so ist C=(L) < 8,. Insbesondere 
operiert CA(L) auf pi . Die Operation von LB auf pt liefert nun, darj CA(~) 
auf B operiert. Dann ist aber CA(L) < N&s). Das ist ein Widerspruch. Also -- 
konnen wir [A, LB] = 1 annehmen. Es operiert somit 2 auf 8. Nach (3.5) ist 
C&ii) = 1 fiir alle a E A #. Also ist j 2 j 1 4 - 1. Nach [7] gibt es in Aut(Q) 
ein Element P, 4~) = Q - 1, mit CC~ut&(Q))T PI d WWQN = CAutd&). 
Weiter ist p $ C,,,(o)(Z(Q)). S ei nun A # 1. Dann gibt es in A, ein Element 
h # I von ungerader Ordnung mit Co(h) # 1 und [Es , t;3 < O,(Aut(Q)). 
Das widerspricht nun aber wieder (3.5). Also ist 2 = 1. 
(4.5) SATZ. Stets ist E(a) # 1. Weiter gilt eine der folgenden Aussagen: 
(i) E(R) ist quasieinfach. 
(ii) E(M) = P x w mit quasieinfachem X und y z L,(q) 
(iii) E(z) = Xl x x2 x X3, Xi s L,(q), Xi g mO. 
Beweis. Nach (4.4) ist E(a) # 1. Enthalt E(m) keine zu L,(q) isomorphe 
Komponente, so folgt (i) mit (4.2). Enthalt E(R) genau eine zu L,(q) isomorphe 
Komponente, so folgt (ii) mit (4.3). Also kijnnen wir E(m) = xl x & x x3 
mit x1 z xs E L,(q) und E(jy,) = & annehmen. 
Sei zunachst i;s < No. Dann ist Es n Xl f 1. Sei i e (z, n xl)+, 
dann ist xs x Xs < i?, . Also ist X, g L,(q) nach (3.10). Dann haben wir (iii). 
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Sei nun Es $ Na(X,). D ann kijnnen wir annehmen, dal3 es ein t E i& gibt, 
so daD X1’ = Xa ist. Wie in (4.2) folgt dann wieder &, < Na(X,X.J. Sei 
zunachst [f, Xa] # 1. Dann gibt es ein ? E (&, n XJ#. Also ist (X1 , t) _C Rr . -- -- -- 
Da X,X, Q a M ist, ist X,X, Q Q R, . Mit (3.10) erhalten wir dann R,/N, = 
X,X,. Das liefert nun aber den Widerspruch [f, XiXa] < iy, . Also haben wir 
[t, X3] = 1 und LB n X, = 1. Nun ist aber X, x Cxl,(t) < f7, . Das liefert 
aber Xa n EB # 1. Damit ist das Lemma bewiesen. 
5. DIE OPERATION VON R AUF Q 
(5.1) LEMMA. Sei R/N g Sp(2m, q) oder G*(2m, q) $ G+(4, q). Sei weiter 
C=B”Zmitm~M,sodaJ(B,~)CV eine hyperbolische Ebene ist. Dann ist - - 
m = (LB n N)(Lc n N) mit / LB n E, 1 = q. Weiter ist N/(L, n Lo) ein R/N- 
Modul gem@ (2.1). 
-- 
Beweis. Es ist W = (i;, , &). Also ist [R, N] < (LB n N)(Lo n IV). Nach 
(3.1 1) ist dann ?V = (Es n m)(& n W). Sei nun x E Zs# vom Typ ca auf V. 
Dann ist (c, &) eine hyperbolische Ebene in V. Da &, n ,& < Z(R), folgt 
& n E, = ,$ n (E,)5. Weiter ist m = (EC n m)((&y n R). Somit ist JV/ 
(Es n &-) = (E, n N/;B n .Gc) @ ((E$! n m)/f& n E,). Insbesondere ist - - 
CIY,~~~&) = N n Wb n & . 
-- 
Mit (2.1) folgt nun, daB N/LB n,& wie 
behauptet ist. 
Nach (3.11) ist 1 EB n&. 1 < q. Da 1 w / und 1 J& n m 1 q-Potenzen sind, 
folgt nun /L, n EC j = q. 
(5.2) LEMMA. Sei R/N g @(2m, q) g Q+(4, q). Sei W = Co(V) und 
B” = C < V, so da! (8, c;> eine hyperbolische Ebene in V ist. Dann gilt: 
(a) W = (QB n W)(Qc n W) und [m, I@] < V. 
(b) W/V ist ein F&R/N)-Modul gem@ (2.1). 
(c) V und &I@ sind aquivalente F,(R/N)-Moduln. Dabei ist aW-+ [Z, t] 
ein R-Isomorphismus von &/l@ auf V. Weiter ist V der natiirliche R/N-Modul. 
Beweis. (c) ist die Aussage aus (3.10). Beachte P* z V. 
Nach (3.3) ist 1 Q n QB 1 = qn+l. Da [Q=B ,&J = fi < V ist, folgt mit 
(c), dal3 l(Q n QrJW/W I < q ist. Es ist [&/18’,EB ,r;,] < (Q n QrJW/W. Also 
/ 
ist l(Q n QB)W/W I = q. Dann ist I QB n W I = qn. Nun ist [Q8 n Qc n Q, 
& n m] < B n (G). Nach Wahl von C ist B n Qc = 1. Also ist 
-- -- 
[QB n Qc n Q, &, n N] = 1. Die Struktur von R/N liefert 1 LsN/N I = q2m-2. 
Also ist I ,& n m I = qn-2nz+1. Weiter ist I VzB / = qem-l und [VzB , 
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La n m] = 1. Die Struktur von QB liefert V’;;ye = C,,,(&, n fl). Somit 
ist QB n Qe n Q < V. Somit haben wir 1 a / = q2m-2. Nach (c) 
ist J v 1 = q2n-?m. Nun folgt (Qs n W)(Q= n W) = W. Weiter ist [LB n R, 
/- / 
Qc n w] < QB n Qc n W < 8. Also ist [LB n N, @j < p. Nach (5.1) ist - - 
w = (Es n N)(Lc n m). Das liefert [m, I&‘] < 17. Somit haben wir (a). 
Es ist (=)a n (s)p = P. Also ist I@/a = (G)P/P @ 
(G) F+/ P. Sei nun 7 E LB - m, 7 vom Typ ca auf p. Dann ist (6, @) 
eine hyperbolische Ebene in P. Das liefert nun mit (a) m/V = (G)V/ V @ 
(w)v/v. Al so ist (m)?/V = C,,,(y) = CW,~(&,). Somit sind 
die Voraussetzungen von (2.1) erfiillt. 
In Aut(Q) gibt es ein Element p mit o(p) = q - 1, [P, Q] = Q und [R, p] < 
O,(Aut(Q)) (siehe [7, Satz 41). Nach [18, II(3.1 I)] ist dann m/V ein F,(R/N)- 
Modul. 
(5.3) LEMMA. Sei R/N s Sp(2m, q), m > 2. Sei C = Bm < V, so daJ3 
(8, c’> eine hyperbolische Ebae ist. Sew Vl = (QB n Q)V n (Qc n Q)K 
W = C,(V) und W, = C,( VI). Dann gilt: 
(a) 1 VI : V 1 = q = 1 @: mI I und n = l(2). 
P-4 Wl = (QB n Wl)(Qc n W und [NY %I G 6 . 
(c) @‘JVl ist der in (2.1) beschriebene F,(R/N)-Mod& 
(d) [VI , m] = 1 und [&, w] < WI . Weiter sind VI und &/PI unzerlegbare 
F,(R/N)-Mod&. 
(e) V und &/l@ sind iiquivalente F&R/N)-Moduln. Die Abbildung 5@--+ 
[Z, t] ist ein i?-Isomorphismus von &I@ auf V. 
Beweis. (e) ist die Aussage von (3.10). 
Nach (2.1) ist fT = <LB ,E,). Es ist j(QB n Q)V : QB n Q j = q und 
I y : V n QBf Qcl = q2. Somit ist VI = (VI n QB n Qc)V. Es ist 
[V, n QB n Qc, &, n m] < B n (E) = 1. Nach (5.1) ist N = 
(E, n N)(E, n R). Also ist [VI , N] = 1. - -- 
Die Struktur von R/N liefert I &N/N ) = qzm-l. Also ist 1 C~o~J& n fl)I < 
qzm. Das liefert / E 1 < q2m und somit ( VI : V / < q. Es ist ( G ( = 
J 
qn-l. Weiter ist hB n Qc n W < ;,^Qn , da [Qz , LB n m] = 1 
/ 
ist. Also ist q2*-2 < / QB n Qc n W ( < q 2m-1. Das liefert q2n-2m > I(s) x 
-- 
(=)I > q2+-2m-1. Da (QB n W)(Qc n W) < WI , ist 1 w1 \ > q2n-2m-1. 
Sei nun zunlchst v = V, . Dann ist W, = W. Also ist / QB n Qc n 6 1 = 
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Q 2m-2. Das liefert I@ = (s)(G). Insbesondere ist p/P ein F,(R/N)- - - 
Modul gem%3 (2.1). Also ist n - 2m gerade. Nach (5.1) ist N/(&, nf;,) ein 
Modul fiir R/N gema (2.1). Somit ist 1 m 1 = q” mit x = ~2” + 1, a geeignet. 
Das liefert nun (&, ( = qa2’“-‘+1+2n-1 = qn-l. Insbesondere ist n ungerade. 
Das ist ein Widerspruch. 
Also ist V # Vi . Die Struktur von Q liefert dann 1 @i 1 = q2n-2m-1. Ins- 
besondere ist l@i = (G)(G) = (Gi)(Ei). Das liefert 
/ / 
nun / QB n Qc n W 1 = q2+l und 1 GB 1 = q2”. Also ist / vr : P / = 
q = j m : l@i I. Weiter ist n ungerade. Somit haben wir (a). 
Es ist [Q-r ,& n w] < QB n Qc n TV, < pr . Nach (5.1) ist dann 
[mr , m] < pi . Somit haben wir (b). 
Sei p E Aut(Q), o(p) = q - 1, mit [R, p] < O,(Aut(Q)). Dann operiert p auf P 
und 6’. Weiter ist Cn(N) = I’, . Nach (3.5) ist I@r/~i p-invariant. Nach [IS, 
11(3.11)] sind pi und @i/pi beideF,(R/N)-Moduln. Somit haben wir (c). 
Wegen [pi , m] = 1 ist d ann [Q, m] < J@i . Sei pi direkt zerlegbar. Dann 
ist pi = p @ Cpl(R). D as widerspricht (3.4). Also sind vi und &/pi un- 
zerlegbare R-Moduln. 
(5.4) LEMMA. Sei R/N z Sp(2m, q), m > 2. Dunn ist I m j # q. 
Beweis. Sei j N / = q. Dann folgt n - 1 = 2m. Also ist 1 g / = q4nz+2. 
Also ist vi = @i nach (5.3). Da Sp(2m, q) g 33,(q), folgt nun [@, R] < r. 
Also ist [N, l%‘j = 1. Nach (2.2) ist dann C&R) # I. Das widerspricht aber 
(3.5). 
(5.5) LEMMA. Sei R/N z S&,(q), m > 2. Sei 0 = [&, t], 7 = [C,(V), t] 
und Q1 das volle Urbild van C&t). Dann gilt: 
(a) D = Zz. 
(b) %%XQ,f”.O ur ‘e es CL E Vs. Es ist p/P ein trivialer R/N-Modul. 
(c) u/Y$ ist der duale R/N-Modul van 8. 
(d) &/C,(Z) ist &@vaZent zu u als F,(R)-Modul. Es ist ZC~(~) + [ff, T] 
ein R-Isomorphismus von &/C,(t) auf 0. 
Beweis. Es ist [Q, f, 81 < [Z(Q), 81 = 1 = [Z(Q), fl 3 [Q1, Q, iI. Nach 
dem 3-Untergruppenlemma ist dann [Q, t] < Z(Q1). Das liefert 5 < G. 
Wegen I =)I = I Q : Q1 I, fob (a). 
Sei T = 1. Dann ist 0 < r. Da R auf 0 operiert, folgt 0 = P. Es ist 
Cz = C,(t). Die Abbildung ZG) 
- 
--t [a, t] ist ein R-Isomorphismus von 
Q/z) auf V. Da Q/Cxd ua zu V ist, folgt nun, dal3 r selbstdual ist. Also 1 
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ist m = 2. Somit ist I[&, t]l = qs. D ann operiert t aber als Involution vom 
Typ us auf &. Das ist ein Widerspruch. 
Also ist T # 1. Da R auf T operiert, liefert (3.5) P < p. Nach (3.10) ist 
V 2 Qn fiir alle 01 E V#. Weiter ist f E L, . Somit ist T = [Cx] C [C$$+] < 
QTa . Insbesondere ist p c &e . Also ist [LB , p] < B < r. Das liefert 
[R, T] < P. Somit haben wir (b). 
Sei x: 3i: + [%, t]. Dann ist x ein iT-Homomorphismus von & auf 0. Weiter 
ist x(G)) =’ rT. Somit ist xlolc,tV) ein Homomorphismus von Q/C,(V) auf 
u/T. Da C&t) C CF) ist, ist XI~/~,(~) sogar ein Isomorphismus. Da Q/C,(V) 
dual zu r ist haben wir somit (c) und (d). 
(5.6) LEMMA. Es ist R/N g @(4, q) oder BR = Ban l? 
Beweis. 1st R/N z SL,(q) oder Sp(2m, q), so ist R/N transitiv auf den 
1-dimensionalen Unterraumen von P. Sei p E Aut(Q), o(p) = q - 1 und 
[p, R] < O,(Aut(Q)). Dann operiert p auf 8. Also operiert p auf jedem Element 
aus Bm n p. Insbesondere ist 8M n V die Menge aller eindimensionalen 
Unterraume von 8. Somit haben wir die Behauptung. 
Sei also R/N s fi*(2m, q). Weiter sei BR # fim n P. Dann ist Bn n P die 
Menge der l-dim. Unterraume von l? Sei nun c C Bm n P - fiR. Weiter sei 
C in V n Qe enthalten. Nach [25, (2.18)] ist B C Qc und (QB, Qc)/O,((Qe, Qc)) 
E L,(q). Weiter ist B x C der natiirliche L,(q)-Modul. Da [LB , C] # 1 ist 
folgt <LB 7 Lc)IO,(G 7 LA) c L,(q). D ann gibt es ein D Z B x C, C # D # B 
und D N B in (L, , L,). Also gibt es ein y E Qo n M mit Br # B. W%hle 
nun D so, daB Bg = C ist. Setze v,, = (i? ) L? E AR, (& D) = 0). Wobei ( , ) 
das Skalarprodukt auf p ist. Also ist EC QD . Das liefert nun pa C QTQD . 
Da y E N(KQ,) ist, folgt pa C P n py. Es ist 1 P : p,, 1 = q und 
I cl : Go:o(Y)l G 4. 
Sei nun m >, 3. Dann gibt es ein hyperbolisches Paar B, ,8, E fiR mit 
(&)g = A, und (8,)y = 8,. Es ist (8,)y E (DRY = (By)R’. Also ist (B, , 8,) 
such eine hyperbolische Ebene in VY. Nach (2.1) ist dann R = (LB1 , LB,) = RY. 
Somit ist y E N(R). Somit ist L, -L, in N,,,,(R). Das widerspricht aber der 
Wahl von C. Also ist m < 2. 
(5.7) LEMMA. Sei R/N z SL,(q). Es gebe ein t E t mit t - b E B in G. 
Weiter sei B _C Qt . Dunn ist V C QyQt . 
Beweis. Sei zunachst tZ(Q) n tQ # tZ(Q). Sei X = (Y 1 Y EZ(Q) und 
t N tr in Q). Dann ist X < Z(Q). Setze & = Q/X. Sei nun r E R mit [t, r] E 
C,(t) - [Q, t]. Nach (5.5) ist [Q, f] = Z(C,(t)). Also gibt es ein 9 E Cd(t) 
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mit [t, r]~ = [t, Y]Z mit 2 E Zz)#. D as ist aber ein Widerspruch. Also ist 
R = QC,(tZ(Q)). Weiter ist QC,(t) ein Normalteiler vom Index hiichstens q 
in R. Somit deckt C,(t) die Gruppe R/N. Da B C Qt ist, folgt nun PC Qt . 
Sei nun tQ ntZ(Q) = tZ(Q). Setze Qr = Co(t) und W = Q n Qt n [Q, t]. 
Nach (5.5) ist [Q, t] = Z(Qi). Nach (2.6) istZ(Q) n Qt = 1. Also ist Q n Qt < 
Z(Co(t)). Somit ist 1 Q n Qt : W 1 < q. Sei nun a! E W. 1st t + tol, so gibt es 
ein x E Z(Q)@ mit t N txa. Es ist 01 N ICU in Qt . Also ist stets o( N z E Z(Q)* 
in G. Dann ist t E Qol . Weiter ist such Z(Q) C Qa . Also ist t EL,. Dann ist 
6 E P. Also ist l%’ < P. 1st l@ = P, so sind wir fertig. Sei also l%’ < 1’. 
Es ist [Q,, n Qt n M, C,(t)] < C,(t)] < Q n Qt. Nach (5.5) ist [Q, t] = 
Z(Q1) < Co(t). Das liefert [Q, t, Qs n Qt n M] < W < I/. Sei nun zunachst 
QB n Q, n M 4 & n m. Dann ist nach (5.5)(c) [Q, t, QB n Qt n AZ] < I? 
Das widerspricht aber [Q, t] = [cl. Also ist Qe n Qt n M G EB n N. ES 
ist B C Qt . Also ist nach (3.5) 1 QB n Qt 1 = qni-l. Somit ist 1 QB n Qt n M 1 > 
qnpm-l, da / Q n Qt 1 < qm+l ist. Andererseits ist ( .i& n fl j = q” -)‘I. Da 
nach (2.6) mit 01 stets Z(Q,J in Qt enthalten ist, folgt, daB / W / eine q-Potenz 
ist. Also ist sogar Qs n Qt n M = LB n fl. Insbesondere ist dann Q n Q, = 
Q n Qt n Qs . Es ist CQzJLs n m) = p. Da Qt n QD elementar abelsch 
ist und somit E, n N die Gruppe Q n Qt n QB zentralisiert, folgt nun Q n Qt 
< V. Da I Q, n Q j = 1 I’ I ist, folgt nun die Behauptung. 
6. DER FALL 1 WI = q 
Es gelten weiterhin die Voraussetzungen von Sektion 4. Weiter sei fur ein 
t E&+ die Gruppe m, von der Ordnung q. Mit R bezeichnen wir i?, . 
(6.1) LEMMA. Es ist R/N $ S!,,(q). 
Beweis. Sei R/N E S&(q). Dann ist qn-1 = I LB I = qm. Also ist qztr’- -2 = 
9 2n = I & 1 3 q4m nach (5.5). Das liefert einen Widerspruch. 
(6.2) LEMMA. 1st R/N z S(4, q), so ist n = 4. 
Beweis. Es ist qn-l = / &, 1 = q3. Also ist n = 4. 
(6.3) LEMMA. Sei R/N E @(2m, q), m > 3, so ist n = 2m. Weiter ist m 
stark abgeschlossen in &, beziiglich M. 
Beweis. Es ist qn-l = / le I = q2”-l. Also ist n = 2m. Da q > 2 ist, folgt 
i? = m x x mit x g S2*(2m, q). Da &r schwach abgeschlossen ist, folgt fur 
alle t E 1Tr# stets Cm(t) = R(C _Nnt~BB,(i)). Also ist C,(t) < N&BR). Da i? a 
C&i), folgt x 4 C,(t). Sei K = C cr&w). Dann operiert i?? auf 8. Nach 
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[25, (2.18)] gibt es ein Element von der Ordnung q - 1 in G, das transitiv auf 
B# operiert. Anwendung von [7] liefert nun 1 N,(B)/&(B)1 = r(q - l), 2’ 1 c. 
Also ist / fflC~(@I 1 r(q - 1). D a n = 2m ist und 7 zu Q/V aquivalent ist, 
liefert nun (2.4), daD m = C,(B) ist. Also ist C,(t) < NM(~) fiir alle t E m#. 
Es ist weiter Nm(N)/(R x x) 5 Aut(SZ*(2m, 4)). 
Sei g E % mit tg E EB - N. Dann ist if $ X. Da i&, C Cm(r) ist, kijnnen wir 
g E NM(&) annehmen. Also ist g E N(B). Insbesondere ist dann g E N(QTJ. 
Da / QyQB 1 = qTm. ist, folgt 1 QTB : P n Qs I = q. Also ist 1 VTQ, : 
<G,) n (sd9 I d q. D ann ist ( P : V6% I < q2. Es gibt ein ti E N, 
so dal3 l-ile E i& r\ w ist. Also ist @ vom Typ a2 oder ca auf p. Da tiif die Gruppe 
VGZ’ zentralisiert, folgt nun I B : VT’ 1 = q2. 
Es enthalte V6% ein hyperbolisches Paar &, a, E BR. Nach (5.6) ist 
Ba :: Brn n v. Also ist R = (L s, , LBa) < Rg. Somit ist g E Nm(R). Dann ist 
aber t” E m. Das ist ein Widerspruch. Also ist m stark abgeschlossen. 
Es enthalte nun Gl kein hyperbolisches Paar. Dann ist m = 3 und 
n = 6. Weiter ist V vom (-)-Typ und ilt” vom Typ a2 auf V. Es ist N n me = 1. 
Also gibt es in m x mK genau q(q - 1) Elemente, die zu Elementen aus m* 
in M konjugiert sind. Die Struktur von iV&J liefert nun, da13 es genau 
(q - 1) 1. (q2 + I)(q - 1)2 = (q - l)(qa - q + l)q Involutionen in LB gibt, 
die in ?@ zu Involutionen aus N konjugiert sind. Es ist somit q(q2 - q + 1) ein 
Teiler von 1 tM n I?, /. Es ist q6 - 1 = (q3 - l)(q + l)(q2 - q + 1). Da q > 2 
ist, gibt es nach [I, Korollar 21 eine Primzahl p mit p 1 q6 - 1 aber p f 2” - 1 
fur 2” < q6. Dann ist p 1 q’ - q + 1. Also ist p 1 ( NJ&J/C&&)\ I 1 GL(Ss, 2)/, 
wobei q = 25 ist. Das ist aber ein Widerspruch. Also ist such in diesem Falle m 
stark abgeschlossen in e, . 
(6.4) LEMMA. Sei m > 3 und R/N s Q*(2m, q). Dunn ist (na) z L,(q). 
Beweis. Nach (6.2) ist m stark abgeschlossen in &, beziiglich M. Ins- 
besondere ist m eine TI-Gruppe. Sei nun g E M mit [N, Ng] = 1. Betrachte 
VzE. Sei a C V=g mit a E BR. Nach (5.6) ist dann e, < R” und 
m% < i;,, . Da N < LA ist, folgt nun N = m’. 
Es enthalte nun VTs kein solches L?‘. Dann ist I G’ I < q2. Sei 
i% E m’ mit [V, i#] = 1. Dann ist [R, i’] < CR(V) = m. Also ist [x, tr] = 1. 
Da n = 2m ist, liefert (2.4) nun m = Ng. Sei also [V, ig] # 1. Wegen [V, n’] < 
VT’, folgt nun /[V, tg]l = q. Nach (6.3) und (5.2) ist dann such I[f’, &IV/V j 
= q. Da j [if, &]I = q2” ist, folgt jetzt \[tH, &] n V / = q*+l. Das widerspricht 
aber [tg, &] n V < VTg. 
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Somit haben wir insgesamt gezeigt, da8 N in C,(m) schwach abgeschlossen 
ist. Anwendung von [20, Korollar B] liefert nun (xm) g L,(q). 
(6.5) SATZ. Ist I N / = q, so ist n = 4 und R/N E sZ*(4, q) oder n = 2m 
und i? = w x x, wobei w E G*(2m, q) ist. Im Ietzten Fall ist x 4 M und 
L,(q) E C,(X) n C(Z(Q)). Es ist M/C(Z(Q)) eine Frobeniusgruppe der Ordnung 
(q - 1)~ mit 2’ / q. 
Beweis. Nach (6.1) und (5.4) ist R/N s fi*(2m, q). Sei m 3 3. Nach (6.4) 
ist (mn) E L,(q). Da m eine Sylow 2-Untergruppe von (mm) ist, folgt M = 
NM(N)<@). I ns b esondere ist xa M. Nach (2.4) ist (N-@) = Cm(W) n 
C(Z(Q)). Nach [7, Satz 41 ist M/C(Z(Q)) eine Frobeniusgruppe der Ordnung 
r(q - 1) mit 2’ / q. 
7. DER FALL R/N G @(2m, q) 
In diesem Paragraphen gelten weiter die Voraussetzungen von Sektion 4. 
Weiter sei fur ein t E LB die Gruppe RJN, zu .Q*(2m, q) g .Q+(4, q) isomorph. 
Setze R = R, und N = N, . Es sei a E BR mit (LA , LB) = R. Weiter sei 
INI >q- 
(7.1) LEMMA. Es gilt eine der folgenden Aussagen: 
(a) Es gibt ein S E Z(w) mit p n zB $&, n m. 
(b) R/N g G-(6, q) und n = 10. 
(c) R/N g J2+(6, q) und n = 10. 
(d) R/N g 52+(8, q) und n = 12. 
(e) R/N z 5234, q), .R+(6, q) oder G+(8, q). Weiter gibt es ein ff E CM(~) n 
p mit [@‘, SJ$ r. Es ist [p, $1 = 1 fiir alle g E tm n Cn(i). 
Beweis. Angenommen falsch. Dann ist fM n &, C& n N. Also ist F = 
(Fg/~Ef;gf<- - - R, g EM) CN. Weiter istP < Z(R). Sei nun 5 = ff E C,(t) -F. 
Da P = [&, t] ist, folgt [p, $1 < r n re. Sei 3 E [p, 51 mit 3” E B fiir ein 
tl E m. Dann ist nach (5.6) R/N G Q-(4, q) oder % E &, < i?. Der zweite Fall 
ist aber nicht miiglich. Also gilt R/N g G-(4, q) oder ][p, ~11 < q. 
Sei nun zunachst [p, a] # 1. Dann konnen wir stets B” # B annehmen. 
Also ist (8, 8’) eine hyperbolische Ebene. Nach (5.2) ist dann m = ( WTQ& 
x (WyQ#. Nach (5.2)(b) und (2.1) ist I[W/V, %]I 3 q2”-* bzw. q2”‘-l falls P 
vom (-)-Typ ist. Andererseits ist I[&, $11 = q2m. Da W nicht abelsch ist, 
ist fur R/N E Q-(4, q) und R/N s Q+(6, q) stets 1 W/V I 2 q*. Da nach 
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Annahme (b), (c), und (d) falsch sind, folgt nun R/N g sZ+(lO, q). Es ist 
GRIN(%) s Sp(8, q). Weiter operiert CR,&) auf C,,.(f) gemirj (2.1). Also 
ist 1 Cwlv(~)I 3 q16. Das widerspricht aber j W/V 1 = ql6. 
Somit haben wir [P, X] = 1 fiir alle f E P n C,(t) gezeigt. Somit ist 
[R, X] < Iv. Nach (5.2)(a) ist [N, @] < 8. Also ist [W/V, g] eine R/N- 
invariante Gruppe. Dann ist [W/V, %] = 1 oder [W/V, %] erftillt die Voraus- 
setzungen von (2.1). Im zweiten Fall erhalten wir (e). Das ist ein Widerspruch. 
Also ist [l%‘, .%I ,( p fiir alle 5 E iM n C,(t). 
Es ist [l@, z, &, I? m] = 1 = [I@, LB n w, x]. Dann ist [LB n N, X] < CR(@) 
= Z(R). Somit gilt [fl, $1 < Z(R). Sei nun 7 E P n CJ&) fiir ein S E Z(R)+, so 
dal3 u = [s, 71 # 1 ist. Dann ist [R, ~1 < Z(R). Weiter ist [I$‘, U] = 1 und 
[&, U] < 8. Da fi auf [&, ti] operiert, folgt [Q, U] = 8. Es ist [a, R, R] = 
1 = [R, u, R]. Al so ist [R’, U] = 1. Mit (2.4) und (5.1) folgt nun ii E Z(ii). Setze - _ 
nun B = (Z(R)” j [Z(R)g, Z(R)] = 1). Wir haben soeben i?’ < Z(R) gezeigt. 
Sei nun x = t” EL, n Z(m). Wir k” onnen g E NM&,) annehmen. Also ist 
B < 8”. Es folgt 8’ = [Q, X] < I&‘. Sei nun 3$ E p’ mit g E G, 
p E Q> - p. Dann ist [/?, t, n N] = a. Da [i;A n m, X] = 1 ist, ist 
[$, L, n fl] < pg. Zu jedem a” E L!‘# gibt es ein jj E -Qi und ein 
ucE,nm, so dab [@,u] = y- a ist. Die Struktur von R liefert nun (B, 
/ ,Y -I 
V n QA n QB) = (B, [j%, &,I). Wegen P = (8, V n QA n QB , A) folgt nun 
P = pg. Das widerspricht aber der Wahl von p. Somit ist P” C P(GB). 
Da B C 1;71bi ist, ist Fg g WTQ, . Also gibt es ein a” E L@+ und ein 2 E WTQB 
mit cZ& E 8”. Nun folgt wieder V=B = (B, [&%, LB]) ,( pg. Somit ist 
GQ, = pe n & und 1 p# : C&, n m)l < q. Die Struktur von R” liefert 
[FE, LB n N] = 1. Da Cw$B(& n m) = VTQB ist, ist p = vg. Dar-m ist 
g E N&CLB(m)) = Nn(Z(R)). Somit haben wir i’ n LB n Z(N) C Z(Z), fiir 
alle t E Z(R)*, gezeigt. 
-_ 
Sei nun g E M mit Z(R) n Z(R)g f 1. Es ist p = [&, 51 fur alle t E Z(@+. 
Also ist g = [Q, P] = P f” ur alle t E Z(R)g. Insbesondere ist g E N(m). Wir 
kijnnen g E Na(&J wahlen. Dann ist g E Nn(C~,(ti)) = Na(Z(R)). Also ist 
Z(R) = Z(RY. I ns b esondere ist Z(R) eine TI-Menge in M. 
Sei nun T eine Sylow 2-Untergruppe von Ns(Z(R)) mit LB < T. Sei 1 # 
t E Z(T) n Z(B) und g E N&T). Dann ist tg E C,(m) = Z(m) n E, . Also ist -_ -_ 
tg E Z(W) n Z(R)g. Da Z(R) eine TI-Menge ist, folgt nun Z(R) = Z(R)g. Also 
ist T eine Sylow 2-Untergruppe von M. 
Setze Ml = (Z(R)m). Dann liefert [21, Korollar 21, da13 Ml eine zentrale 
Erweiterung von L,(2f), U,(2f), Sz(29, G2(2f), G,(2)‘, 3D,(2f), A,, A, , A,, 
A,, M,, 3 Mz, , Mz4 oder Ja ist. Es folgt nun m1 n i? < m. Insbesondere ist 
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[R@), MI] = 1. Nun liefert (4.5) mr E L,(q). Dann folgt z = mINM(Z(R)). 
Das widerspricht aber O,(m) = 1 und / N / > p. 
(7.2) LEMMA. Es sei (7.1)(a)-(d) fulsch. Sei x = tg E &, - Z(R). Dann sind 
alle Elemente aus gZ(W) unter m konjugiert. 
Beweis. Sei 1 m : C&%)I < q. Wir kijnnen g E N&!&) annehmen. Es ist 
v’c @. Weiter ist B C vf. Sei @ E v#, & E W$QB , p E WTQ, - V. 
Dann grbt es em p E CzAnN (X) mit 1 + d = @, 71 E a. Dann ist [p, $1 = iiLz 
I 
mit 22EVnQAnQ,. Da C~:,,,N(X) in N(P) enthalten ist, folgt nun (8, 
;“B ) iz) = (8, [ zX, I&], ii+ < V’. Dann folgt aber P = Ve. Das 
widerspricht der Wahl von /?. Also ist Vg C v(WTQB). J&nn fo& KQ, = 
8” n QB . Es ist &, n m = Cz( VTR) = (Es n JQs. Das liefert nun [Es n fl, 
VVf] = 1. Da VTQ, = CWC;;;(LB n m) ist, folgt nun V = VE. Dann ist 
8~ N~(C&(kV)) = N&Z(R)). Das ist ein Widerspruch. 
(7.3) LEMMA. Die Voraussetxungen seien wie in (7.2). Dann gilt: 
(1) NM(V) d WZ(W 
(2) Setze F = <f’nE, / t E Z(R)). Dunn ist fr = Z(R) oder alle In- 
volutionen aus F sind konjugiert. 
(3) Ist zB n m stark abgeschlossen in E, , so ist Z(R) stark abgeschlossen in 
LB . Ist R/N g 52-(4, q), so sind r;, n N und Z(R) stark abgeschlossen in & . 
Beweis. (1) Sei R/N L+ Q-(4, q). Nach (5.6) ist dann pR = BH n V. Also 
ist N&v) < Nn(B)I?. D ann ist Na( 8) < N&,)R. Es ist Na(f;,) n N(V) < 
N&CB n C(V)) = NB(LB n IV). E s ist weiter NM(~) < N&8’). Also ist 
NM& n E) n N(V) < Nm(&, n m) n N( @) < N&& n iV n C(m)) = 
Na(Z(R)). Somit ist N(V) < N(Z(@). 
Sei nun R/N E Q-(4, q) z L,(q”). Weiter sei N&V) < N&Z(@). Setze 
2, = (a 1 zE < Nm( v)). D ann ist 8, # i?. Also operiert RI transitiv auf den 
l-dim. Unterraumen von V. Setze R&,(V) = fir . Die Struktur von G&(q) 
liefert, daB eine Sylow 2-Untergruppe von N&&J und damit such von l?, die 
Klasse <2 hat. Da firjO einfach ist und I,?, 1 3 16 ist, folgt nun mit [12], 
daB &/O(I?,) zu &(2f), &(2f), U,(2f), &(2f) oder Sp,(29 isomorph ist. Da 
x1 5 GL,(q) und eine zu L,(q2) isomorphe Untergruppe enthalt, folgt nun, daD 
~GN&) zu L2(q2) oder Wq) isomorph ist. Sei Z?,/O(fi,) g Sp,(q). Dann ist 
N~l,oc~,,(8) eine Erweiterung einer Gruppe der Ordnung q3 mit L,(q). Da 
q > 2 1st gibt es hierin keinen Normalteiler der Ordnung q2. Aber j t, / = q2. 
Dieser Widerspruch zeigt RI = CR (V)W. D ann ist aber fT, nicht transitiv auf 
den l-dim. Unterraumen von 8. Dieser Widerspruch liefert (1). 
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(2) Sei @ EZ(R)# und g E &? mit ii-% EZ(R). Dann ist [&, ti] = P = 
[&, iig] = rg. Al so ist g E Nm( P). Nach (1) ist dann g E Na(Z(R)). Sei nun 
s E F - Z(R), t-i E Z(R)” und h E M mit S’ EZ(R). Dann ist I; $ NM(Z(@). 
Also ist fiK $Z(R). Nach (7.2) ist dann ZT’ N is%’ - US N s in M. Also sind 
alle Elemente aus Z(R)# in M konjugiert. Weiter haben wir, da13 falls ir , ta E 
tm r\ F sind, jr N t,t, oder f1 = & ist. 
(3) Es ist NJ&,) 2 NH& n m). Es ist C&e A m) C m. Es operiert J& 
auf C&!& n N). Somit liefert (5.2)(b), da13 c&B n m) = p ist. Somit ist 
NH(~~) nach (1) in N&Z(R)) enthalten. Also ist Z(R) stark abgeschlossen in -& . 
Sei nun R/N G Q-(4,4). Sei CE E i& n N. Dann ist [& @J < VTQB . Also 
ist I[& &]I < q7. Sei nun B E~;B - m. Da 1 W/V 1 > qs nach (5.2) und (2.1) 
ist, folgt nun I[W/V,j?]gll 3 4”. Da I[p,fi]I = q2 ist, folgt nun ][&,fi]gl > q8. 
Also ist La n m stark abgeschlossen in ~?s . 
(7.4) LEMMA. Die Voraussetzungen seien wie in (7.2). Dunn gilt: 
(1) 1st P # Z(W), so ist IFI =q3 und R/Nr52+(6,q) oder IPI =q5 
und R/N E 52+(8, q). 
(2) Sei h E iz mit (& n fl)” = LA n N. Setze N,, = FFh. Dunn ist 
i;s, 4 8. Weiter ist fT irreduzibel auf No/Z(R). 
(3) Sei s = if E CM(~) mit [W/V, S] # 1, g E m. Dann ist [Zf’, S] = r# 
oder [@‘, s]( p n pg) ist eihe Hyperebene oon pg. 
Beweis. Setze ff = NH(F). S ei weiter F # Z(R). Sei f E ff mit ((LA n IV) X 
C,(F))* n (EA n R) CR(F) > CR(F). D ann gibt es ein 7 in diesem Durchschnitt 
mit 1 # [p, 3’J E Z(R) n Z(R)“. Da Z(R) eine TI-Menge ist, folgt dann ff E 
N(Z(R)) < Nm(m) = Nm((EA n iy) CAF)). Also ist (zA n m) C&/C&?) eine 
TI-Menge in H/C#).S ei nun X E f7 mit[(f;, n E)*C#), (LA n IT) CR(F)] < 
C,(P). Dann ist (LA n W)” < Nn(Z(R)). Da C,(L, n N) = Z(R) ist, folgt 
C,((E, n fl)JT) = Z(W)z. Also ist Z(R) n Z(Ry # 1. Das liefert f E N(Z(R)). 
Dann ist f E N~((J%~ n N) C,(F)). Nach (7.3)(2) operiert NM(~) transitiv aufp. 
Also ist O,(R/C,(F)) = 1. Da I(LA n m) C#)/C#)I 2 4 ist, liefert nun [20 
Korollar B], da8 B1 = ((LA n m)3 C,(p)/C#) zu einer zentralen Erweiterung 
von A,, A,, A,, A,, M,, , MS8, Mz4, Sx(29, U,(29 oder L,(29 isomorph ist. 
1st Rr zu A,, A, , A, oder A, isomorph, so folgt l(LA n m) C,(F)/C,#)I = 4 
bzw. 8. Also 1st I LA n N : CEAnlc (F)l = q. Das liefert 1 P I = q2. Nach (5.1) 
widerspricht das aber der Operation von N(Ea) auf N. 1st gr g M,, , Mz3 oder 
M a4, so folgt I P I < 2s. Aber keine dieser Gruppen besitzt solch kleine Dar- 
stellungen. 
Sei nun & s Sz(29 oder Ua(29. Dann ist /(LA n ~)C#)/C#‘)l = 2”. 
Also ist IF I < q28, wobei q < 2” ist. Aber beide Gruppen besitzen keine 
solche Darstellungen. 
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Also ist fli z L,(2s). Dann folgt 2” = q und / F 1 = qr. Die Struktur von 
N#) liefert T 3 3 bzw. r 2 5. Sei Y > 3 bzw. Y > 5, so folgt [R, N,JZ(@)] 
< N. Da NR,(Z(W)) t ransitiv auf (F/Z(R))# operiert, ist das ein Widerspruch. 
Somit haben wir (1). 
(2) folgt direkt aus (1). 
(3) Nach (7.1)(e) ist [R, S] < m. Al so ist [W/V, S] ein Modul gem%3 (2.1). 
Also ist I[W/V, s]/ 3 q4 fiir R/N g Q-(4, q) oder fi+(6, q) bzw. /[W/V, ?]I > q8 
fur R/N E 52+(8, q). Dann folgt aber [m, S] = rg oder R/N z 52+(6, q) und 
/[m/v, ?]I = q4. 
Sei P n vg # 1. Dann ist I P n pe 1 > q. Also gilt die Behauptung. Sei 
nun P n p# = 1. Da pg C fi ist, folgt j W : C,( VV’)I = q6. Also ist Q = 
WC&J@). Dann ist aber [m, 31 = [&, S] = pt. 
(7.5) LEMMA. Die Voraussetzunga seien wie in (7.2). Sei weiter R/N g 
G-(4, q). sei t EZ(R)# und s = tg E CM(?), g E M, mit [@, S] g p. Dann gilt: 
-_ 
(1) 1st ii E iM n C,(t) mit [ti, [m, s]] < [J%‘, s], so ist ii E NM(Z(R)~). 
(2) [R, S] < No . 
Beweis. (1) Nach (7.1)(e) ist [u, P] = 1. Nach (7.4)(3) normalisiert u eine 
Hyperebene A in rf. Da R/N L+ G-(4, q) ist, enthalt A ein hyperbolisches 
Paar (?, 6. Sei E = c” und f = D”. Dann ist nach (2.1), fT, = (J?, , &> = 
(e, ,e,)’ = (R,)a. Beachte, daf3 nach (5.6) e, f ein hyperbolisches Paar in -_ 
v8 ist. Also ist u E N&Z(R)B). 
(2) Sei zunachst R/N g s2+(8, q). Es ist [R, S] < N. Also ist 8vg R- 
invariant. Das liefert I pvR j = q16 und Pp# C (WyQA)(WTQB). Also ist 
I I@ n P(W~,)l 2 q4 und I WyQB n r# 1 > q3. Dann gibt es ein 
g E WTQB n p# mit Fi N 6 E B in H. Weiter ist s E &, . Nach [25, (2.18)] ist 
(EB , La)/02(<LB , Em)) s L,(q). Setze Z = &, n i& . Es ist [F, La n O,((& , 
La))] < P n Z. Sei zunachst fr n Z = 1, so folgt [j, LB n O,((L, , La))] = 1. 
Dann ist / &, : Cell < q. Dann ist I(&,)‘~,,/~,, : C&I;~,,~,(S)~ < q fur alle 
h E i?. Da iT von L, und (&J’; fur geeignetes h E i? erzeugt wird, folgt nun 
[R, s] < iv,. 
Sei nun P n z # 1. 1st 1 # J E P n z, so ist <& , I?,> in R, enthalten. Sei - - 
Rfi = ii, . Dann ist nach (7.4)(2) s E (NJ”. Also ist [S,J&] < F. Dann folgt 
aber [R, S] < N,, . 
Sei jetzt R/N= 52+(6, q). 1st I r n v# / = q2, so ist 1 r(WyQ,J n rf I = q4. 
Nun folgt die Behauptung wie oben. Nach (7.4)(3) kijnnen wir somit / P n pg 1 
q annehmen. Gibt es ein v” E r n pf mit d N 6 E & in m, so ist s E E, nach 
F.6). Al so ist S E TV0 . Das widerspricht [@, S] g r. Also gibt es ein solches d 
nicht. 
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Da vg C J?’ ist, folgt nun 1 W : C,(Vs)[ = q5. Da V n Vg CZ(W) ist, folgt 
nach Definition des Skalarproduktes auf r’, ((2, J) = 0 ++ x E Z(C,(s(y, Z(Q)))), 
f, 7 E pf, da13 g n pg _C [J$‘, s]‘-. Also ist [@, j]’ = 7 n pt. Weiter kiinnen 
wir P n r8 C QTQ8 annehmen. Es folgt j r( WyQ,, n [@, s]I = q3. Gibt 
es in p( WyQB) n [m, -1 s eine Untergruppe der Ordnung 2q, die nur aus 
Elementen besteht, die zu d E B in H konjugiert sind, so erhalten wir wie oben 
die Behauptung. Also k6nnen wir FI = p( WyQ8) n [l$‘, S] = (r n rg) @ 
(I?, fi) annehmen, wobei e, D E &E n v’ ein hyperbolisches Paar ist. Es ist 
I~ln~Q,~ >q2. Da Pnvg - in PI n W n QB enthalten ist, gibt es 
wieder ein 2 E WyQB n pE mit 5 - b” E &+ in &?. Nun folgt wie oben die 
Behauptung. 
(7.6) LEMMA. Die Voraussetzungen seien wie in (7.2). Dunn ist A/N z 
Q-(4,4) s L,(!f). 
Beweis. Angenommen falsch. Sei t E Z(a)+. Seien weiter ii, ?J E (Cn(t)\N,J 
mitl #~=[~,6]und~~=t,,vNt2,~~EZ(fT). 
Sei zunkhst [@‘, a] < pi. Sei f E p n rg mit f rv 6 E 8s in M. Nach (5.6) 
ist f N d E B in 8. Also ist u E z% ,( iT. Das widerspricht aber ri $ N,, . Somit 
ist 1 p n vti / < q2. Da 8” C m ist, folgt nun 1 W : C,(Vg)/ 3 q4. Also ist 
[m, @] >, q4. Aber [I%, a] < p n Ff. D as ist ein Widerspruch. Somit ist 
[l@, ii] g B 2 [W, q 
Nach (7.5) und (7.6) ist [R, ii, V] < [mO , @] < Z(R). Genauso folgt [i?~, R %] < 
Z(a). Nach dem 3-Untergruppenlemma ist dann [R, y] <Z(w). Also ist 
[Ii, jq = 1. 
Sei nun [@, 71 # 1. Da R auf [@‘, 71 0 p eriert, folgt mit (3.5) B _C [w, 71. 
Also ist v 2 [@, ti][@, a]. Es sind PC@‘, ZT] und r[@, V] R-invariant. Dann 
fo1g.t P[fi, s] = P[m, a]. Al so ist [c, [@, ZT]] = 1 = [I& [@‘, ti]]. Nach dem 
3-Untergruppenlemma ist [I%‘, 71 = 1. Das ist ein Widerspruch. 
Wir haben somit [&, 91 = v gezeigt. Nach (2.4) ist dann 3 E Z(R). Setze 
nun W = (Z(a)e 1 g E m, [Z(R), Z(R)7 = l}. Wir haben w’ < Z(R) gezeigt. 
Es enthglt NH(&) eine Sylow 2-Untergruppe von R. Da F in NJ,&) normal 
ist, enthglt such N&P) eine Sylow 2-Untergruppe. Nach (7.3)(2) ist P = Z(R) 
oder NM(~) ist transitiv auf F -#. Also en&& in beiden Fallen N(Z(R)) eine 
Sylow 2-Untergruppe von M. Setze nun C = (Z(fT.y). Nach [21, Korollar 21 
ist C eine zentrale Erweiterung von A,, A, , A,, A, , M,, , M,, , M2, , J2, 
L,(2”), L’J29, Sz(29, G,(29, U,(3) oder 3D,(2S). Nach (4.5) ist R(O”) < c 
oder C s L,(q). Das liefert nun c z L,(q). Dann ist aber x = cN~(Z(ir)). 
Das ist ein Widerspruch. 
(7.7) LEMMA. Es gilt eine der Aussagen van (7.1) (a)-(d). 
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Beweis. Angenommen falsch. Dann ist nach (7.6) R/N E L,(q?). Nach 
(7.3)(3) sind & n m und Z(fi) stark abgeschlossen in E, . Sei f E Z(W)++, g E M 
und s E CM(~) - Z(W), s E Z(iT)Q. Setze L, = (L# und R, = (&-, n m>P. 
Wir zeigen zunachst : 
(1) pn 8” = 1. Nach (7.1)(e) ist v#C I@. Weiter ist I[W/V, s]I = q4 
oder [l@, S] .< 8. Im ersten Fall ist vf = [I@, S] und somit v n pg = 1. Sei 
also P > [I@, S]. 
Sei zunachst / v n pe 1 = q. (Beachte, da8 es nach [7, Satz 41 ein p E Aut(Q), 
o(p) =: q - 1, mit [(s, t), p] E O,(Aut(Q)) gibt. Weiter ist p fixpunktfrei auf 
&#. Somit operiert p auf p n ve. Insbesondere ist / P n pg 1 eine q-Potenz.) 
Dann ist I W : C,( V)l = 43. Also ist I[I@, s]I = 43. Aber [m, S] < p n pg. 
Das ist ein Widerspruch. 
Sei nun 1 P n V / = q?. Sei 6 E B n V mit & - B E Be in f7”. Sei I% - 
b” E B# in R. Dann ist (t, S) GE, . Das widerspricht aber s @Z(R). Also ist 
&! + d E B in i?. Bilde J- beziiglich des Skalarproduktes auf 8. Dann enthilt EL 
ein hyperbolisches Paar 2, P E BK. Wir kiinnen x = 8, P = A annehmen. 
Dann ist (;a, B) < Qoi . Nach [25, (2.18)] ist (zB ,LJ/O,((& ,E,)) E L,(q). 
Dann ist [L, n O,(& , E,)), Z(R)] < Z(W) n Ea. 1st Z(a) n Ea # 1. So ist 
Z(R) GE,. Dann ist aber (Z(R), S) < i&. Das widerspricht s .$Z(R). Also 
ist [L, n O,((L, , &J), Z(a)] = 1. Das liefert nun [s, L, n O,((& , &J)] = 1. 
Also ist 1 L, : CLB(S)/ < q. Genauso folgt ( EA : C~,(S)\ < q. Das liefert nun 
[m, S] = 1 und C&)/w E L,(q). Es operiert CR(S) auf v n pf. Sei [CR(S), 
p n pg] = 1. Dann enthalt P n p# kein d mit d N 6 E 8# in R. Das wider- 
spricht aber der Operation von R/N auf 8. Also ist P n re der nattirliche 
L,(q)-Modul. (Beachte, daB die Existenz des Elementes p E Aut(Q) liefert, dal3 
p n pg ein Modul iiber F, ist.) Somit sind nun alle Elemente aus P n v’ zu 
Involutionen aus 8’ in ag konjugiert. Da p’ vom (-)-Typ ist, ist das nicht 
miiglich. 
Also cnthalt r n P# kein g mit & N b”” E (8”)# in 8’. Sei ( , ) das Skalar- 
produkt auf p’. Dann ist (ci, &) = 0 o [vi, c] = 1 fiir alle c E Q mit 
[Z, 31 = c2 . Da P n p@ = [@, S] ist, ist c E WgW. Nun ist aber [V n I/‘“, WWg] 
= 1. Also ist ( , )r,-,hpb = 0. Die Struktur von p” als orthogonaler Raum liefert 
nun, da0 es stets ein a gibt, so daB B - 6’ E (B’)# in f7’. 
_ Sei nun zuletzt I r n p’ / = q3. Enthalt p n 8” ein hyperbolisches Paar 
X,PmitX2-N-N’ina’.D ann folgt wie oben [n, S] = 1 und C&)/m e 
L,(q). Es folgt nun, da13 p n r?g ein 1 f I? enthalt mit & - 6 E B# in R und 
?? N 6’ t 8’ in w”. Das ist aber ein Widerspruch. Also enthalt P n p’ kein 
solches hyperbolisches Paar. Dann enthalt p n vg aber ein hyperbolisches 
Paar I, J in B mit I N J N B in R. V e rt ausche nun die Rollen von p und P”. 
Dann erhalten wir wieder einen Widerspruch. Damit ist (1) bewiesen. 
Wir zeigen nun: 
(2) J!& n.& = 1. Angenommen falsch. Sei i; EEL nE, , 7 # 1. Setze 
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P = {LB , L,). Nach (5.12) ist dann F = R, oder y/O,(F) z L,(q). 1st 
P = 2, , so liefert (5.1), da Z(a) stark abgeschlossen in Es ist, da13 R,/N, z 
9+(4, q) oder L,(q) ist. Somit gilt stets ~/lo,(~) E L,(q) oder Q+(4, 4). In 
beiden Fallen folgt j &, : NL (Z(ii)H)I < p. Al so ist such I&, n N : NE ,R(Z(ii’)g)j 
< q. Dann ist [NE~,R(Z($), vf] < v n p’ = 1 nach (1). Aber 1 PI+ n & / > 
4s. Das widerspricht der Struktur von QB . Somit ist (2) bewiesen. 
Sei 3 E N~&z(w)~). Dann ist f E C( p’) nach (1). Also ist x E NM(&). 
Nach (7.3)(3) ist No,,,&&) = NE~,~(&) = N~~,~~Z(R)s). Genauso folgt -- 
NB,(Z(R)) = F&r n N) = N&&). Setze nun X = (&, n N, B,), F = 
NL~,#,) undF, = NB,(eB n m). W%hle f E P, p E B1 . Dann ist [%, y] E CM(S). 
Es ist E E Cn( BPH) und y E NJ#~~). D ann ist [z, y] E C&BP”‘). Also ist 
i[“‘“l E Cm(P). Nach (7.3) ist dann t[“~~l E NH(Z(R)). Es ist f E & n (&J[“3y1. 
Nach (2) ist dann [z, y] E N&s). Also ist [F, B,] < NB1(&+) = Pi . Genauso -- 
folgt [ci , ~?a n R] <i? Also ist F,F _a X, 
DaF<C(~~),folgtI&rnfl:PI>p.Seih~Xmitl #(&,nfl)‘n 
LB n m # i& n x. Dann ist (Z(R), Z(@) < i?Fi . Da [, Fr] < zs n R n B, < 
Es n & = 1 nach (2) ist, folgt [Z(R) Z(R)fi] = 1. Wegen ,& n (EB)’ # 1 folgt 
nun mit (2) Z(a) = Z(R)“. Es ist o. B. d. A. li E Bi . Also ist h E NBJZ(@) = 
N&s n m). Das ist ein Widerspruch. Somit ist Es n m eine TI-Menge in X, - -- 
Nach [21, (2.4)] ist dann X/FFl s L,(Y) oder SZ(Y) mit Y = I& n w : P I. 
Nach [21, (2.4)] ist dann aber Z(R) nich stark abgeschlossen in za , da Y > q ist. 
Somit ist das Lemma bewiesen. 
(7.8) SATZ. Es gilt eine der folgenden Aussagen. 
(1) R/N z 52*(6, Q), n=lOund(JV~=qe. 
(2) RIB s Q*(& d, n = 16 und 1 N 1 = ql’. 
(3) R/N g 52+(8, q), n = 12 und 1 m I = q9. 
(4) R/N E Of(10, q), n = 18 und ( w I = q17. 
(5) R/N s 52+(12, q), n = 28 und I m I = q33. 
Beweis. Nach (7.7) und (7.1) gilt (1) oder (3) oder es gibt ein s E Z(R)+ 
mit 9 n EB $ Es n fl. Sei also ti E fl n EB - .@. Dann ist # vom Typ a2 oder 
ca auf r. 1st ~vom Typ a2 auf p, so gibt es ein B N ain i?, so daR ~iivorn Typ ca 
auf p ist. Sei j[W/V, ~11 = 4”. D ann liefern (5.2) und (2.1), da0 I W/V / < q4z 
ist. Es ist I[p, ~11 = q2. SchlieBlich ist I[&, a] / = q2m = q5+4. Mit (2.1) folgt 
nun 2m 3 ~2”~~ + 4 mit y > 1, falls R/N E Q-(2m, p) ist. Das liefert y = 1 
und m = 3 oder 4. Also haben wir (1) oder (2). 
1st R/N s Q-(2m, q), so liefert (2.1) 2m > y2m-3 + 4. Das liefert nun die 
restlichen Moglichkeiten. 
(7.9) LEMMA. Es ist N/Z(R) ein irreduxibler R/N-Modul oder R/N s 
52+(6, q) oder R/N z 52+(8, q) mit n = 16. 
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Beweis. Folgt direkt aus (7.8), (5.1) und (2.1). 
(7.10) LEMMA. Es ist Z(R)M n LB # {Z(R)}. 
Beweis. Sei Z(@ n LB = {Z(R)}. Nach (7.1) ist dann R/N gg 52*(6, q) 
oder Q-+(8, 4). Da p = [&, t] fiir alle t EZ(R)# ist und C,(t) = G ist, -_ 
folgt mit (2.4), daf3 Z(R) eine TI-Menge in M 1st. Sei nun X = Z(R)g, g E M, 
mit [Z(R), X] = 1. Es ist [X, R] < i?. Sei 5 E X# mit [v, Y] # 1. Gibt es ein 
d E [V, X]# mit v” N J E B in W, so ist LV E &, C f7 nach (5.6). Dann ist aber 
x E Z(R). Das ist ein Widerspruch. Also ist I[p, 311 = q. Das liefert nun 
1 X : C,( P)i < 2. Da X eine Z’I-Menge in RX ist, folgt nun [X, 81 = 1. Also 
ist [R, X] < R. 
Sei nun x E X mit [W/V, X] f 1. Dann ist [W/V, X] ein Modul gem&+ (2.1). 
Also ist R/N nicht irreduzibel auf W/V. Das liefert R/N z Q+(6, 4). Weiter 
ist W/V = WI @ W, , wobei WI der naturliche L,(q)-Modul und W, sein 
dualer Modul ist. Also folgt such in diesem Fall ein Widerspruch. Das liefert 
nun [lv, X] < 17: Setze nun i? = (Z(a)@ n CH(Z(R))). Dann folgt wie in 
(7.1) i?’ < Z(R). Setze nun Mr = <Z(@m). Nach [21, Korollar 21 ist n/l, zu 
A,, A,, A,, A,, J&z, M23r %a, Jz > L(2”), G&2”)> u,(3), sa(2”), I&(29 
oder 3Dq(2s) isomorph. Nach (4.5) ist R trn) < a1 oder m1 c L,(p). Das liefert 
nun Mr E L,(q). Nun folgt aber M = M,Nm(Z(R)). Da / ITi 1 > q und 
O,(M) = 1 ist, ist das ein Widerspruch. 
(7.11) LEMMA. Es ist JV” f 1 oder R/N z Q+(8, q) und n = 12. 
Bezueis. Sei m’ = 1. Sei weiter zunachst Z(R)IG1 n LB n m = {Z(R)). Sei -_ 
go&’ mit Z(R) # X =Z(R)gCEB. Ein solches X gibt es nach (7.10). Sei 
P = [fl, X] fur ein x E X#. Dann ist F’-’ n zB n iV = 1. 1st x vom Typ c., , d 
so folgt / p = I[&, ~11 = q*( 1 W/V l)lj2. Eine leichte Inspektion der einzelnen 
Miiglichkeiten liefert nun einen Widerspruch. Also ist stets $ vom Typ u2. 
Dann sind alle Elemente in F’“-ln/m vom Typ a2 . Da / y / > (I(& n m)/ 
Z(R)i)‘r’ ist, folgt nun R/N= 52+(6, q), 52+(10, q) oder 52+(8, q) mit 71 = 12. 
Weiter folgt P = [N, *] fur alle 5 E X #. Dann folgt aber, da8 es in Z(R) eine 
Hyperebene z gibt, so daD .% nur zu x konjugierte Involutionen enthalt. Das 
liefert (z x Y)s-‘flz, n m = 1. Dann ist aber R/N E !2+(8, q). 
Somit ist Z(R)M n LB n m # {Z(R)}. Sei nun t E Z(R) und i” ELM n m, 
tg $Z(a). Dann ist N < C&t’) < NM(~“). Da [p, %?#I = 1 ist, folgt v’ = 
[&, t”] .< l@. Somit ist [pe, w] < p n p’. Wie in (7.1) erhalt man nun v = 8’. 
Dann ist aber [i’, l&‘l = 1. Das liefert i’ E Z(R). Das ist ein Widerspruch. 
(7.12) LEMMA. SeiH = C,(Z(Q)). D am ist F*(N,(Z(R))) =O,(N,(Z(fT))). 
Beweis. Sei x E F*(N,(Z(iT))) mit [N, X] = 1, O(X) ungerade. Dann ist 
[R, 21 = 1 Nach (3.5) ist dann L? fixpunktfrei auf @+. Also ist o(s) 1 q - 1. Sei 
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nun Y E Aut(Q), O(Y) = O(X), [Y, RI d Q(Aut(Q)), [% rl E O,(Aut(Q)) und 
Cxc& y) = 1. Ein solches Element gibt es nach [7, Satz 41. Dann gibt es aber 
ein u E (x, y) mit & = Co(c) x [Q, n] und C.&U) # 1 # [Q, u]. Da &, auf 
C&> und [&, -1 u operiert, erhalten wir nun einen Widerspruch zu (3.5). Also 
ist F*(Nn(Z(R))) eine 2-Gruppe. 
(7.13) LEMMA. 1st R/N qs Q+(& q), so ist F*(N,(Z@))) = m. 
Beweis. Sei %! E O,(N,(Z(R))). D ann ist [%, R] < m. Also ist [%, P] = 1. 
Da [z, W/V] ein R/N-Modul gemal3 (2.1) ist und R/N * 52+(8, q) ist, folgt 
nun [W/V, X] = 1. Sei nun x $ N. Dann liefert die Operation von R auf m, 
dal3 es stets ein y E R, o(y) ungerade, gibt, so dal3 Z(R) = CR(y), o(y) f p - 1 
ist. Wir konnen [y, 5-j = 1 annehmen. Also ist [N, X] = [Z(R), 31. Sei [Z(R), 31 
= 1. Dann ist [R, %] = 1. Also operiert R auf [I@, x]. Das liefert [m, X] = 1 
oder [m, %] = P. Nach (7.8) ist dann [I@, %] = 1. Nun folgt [Q, X] = p. 
Das widerspricht aber (2.4). 
Sei nun [%, Z(R)] f 1. Sei T eine Sylow 2-Untergruppe von a mit Z(R) < T. 
Da R/N $ 52+(8, q) ist, folgt Z(‘i’) < Z(R). Nach [25, (2.18)] gibt es ein 
u E &? - H, O(G) = q - 1, wobei P fixpunktfrei auf &, operiert. Dann kijnnen 
wir ii so wahlen, da13 u auf T operiert. Das widerspricht aber Z(R) > Z(T). 
Damit ist das Lemma bewiesen. 
(7.14) LEMMA. Sei R/N z !2+(8, q). Dunn ist n = 16. 
Beweis. Nach [25, (2.18)] gibt es ein u E iki - a, O(Q) = q - 1 wobei ii 
fixpunktfrei auf &, operiert. Dann kiinnen wir annehmen, daR u auf einer 
Sylow 2-Untergruppe T von M operiert, die Es enthilt. Also operiert u auf 
Z(T) n LB . 1st N’ # 1, so folgt nun Z(R) = Z(T) n Es . 
Sei w = 1 und Z(R) nicht stark abgeschlossen in Ls n m. Dann gibt es ein 
f E (Es n w) - Z(R), f E Z(R)@. Da [p, P] = 1 ist, folgt nun 8” = [Q, f#] < 
@‘. Da m < Ca(g) < NM( r#) ist, folgt nun [p#, m] < r n rf. Wie in (7.1) 
erhalten wir nun p = 8%. Dann ist aber such fl= I$“. Das liefert dann 
go N(Z(R)). Das ist ein Widerspruch. Also ist Z(R) stark abgeschlossen in 
Es n m. Somit ist such in diesem Fall n E NdZ(R)). 
Es ist [c, R] < R. Also gibt es ein c E Rii mit [v, R] < N, o(c) = q - 1. 
Sei Cm(@) # 1. Dann ist m = Z(R) x C,(a). Wahle gemal [7] ein w E Aut(Q), 
o(w) = q - 1, w fixpunktfrei auf Q# und [w, R] < O,(Aut(Q)). Dann gibt es 
ein x E (w, V) mit o(f) = q - 1 und & = C,(g) @ [Q, a], wobei [Q, X] # 1 # 
C,(X) ist. Sei o. B. d. A. & = I&T&X). Da j N 1 > q ist, folgt nun P < 
[C&h CRW Al so ist I@ = P x [w, %I. Aber R _C [@ C,(X)]. Also ist 
@lr [Q, 51. Das ist ein Widerspruch. Somit ist C&(V) z s2+(8, q). 
Wahle a wie oben. Dann operiert (w, v) auf I%‘. Also gibt es ein 5 E (ZU, v># 
mit [I@, X] C P. Dann folgt [Z(Q), %] = 1. Also ist [p, R] = 8. Somit ist das 
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volle Urbild von C,(a) eine Erweiterung einer semiextraspeziellen Gruppe der 
Ordnung q9 mit Qf(8,q). Das widerspricht aber [7, Satz 51. 
(7.15) LEMMA. Sei R/N g !2+(8, q). Dunn erfiiZZt NR(Z(R)) die Voraus- 
setzungen des Hauptsatzes. Hierbei ist wieder H = C,(Z(Q)). 
Beweis. Es ist wieder Z(R) eine TI-Menge in If. Weiter ist nach (7.14), 
n = 16. Sei zunachst Z(m) # Z(R). Dann folgt 1 Z(m)1 = q9. Sei x E LB, x 
vom Typ cz auf P. Dann ist [Z(N), K] Z(R) = [LB , Z(m)] Z(R) von der Ordnung 
q5. Weiter ist [Z(m), -1 x von der Ordnung q4. Da C(gm) n NR(&,) auf [Z(w), X] 
operiert und die Gruppe Sp,(q) involviert, folgt [Es , Z(m)] = [Z(m), 51. Also 
operiert N&J auf 0 = [Z(m), x]. Sei nun g E f7 mit s” = 2. Dann ist 
a = (LB ,EA). Nach (2.1) ist UIJg R -Invariant. Also ist / UUg / = q*. Weiter 
ist N/UUg semiextraspeziell. Anwendung von [7, Satz 51 auf R/UUg liefert 
nun einen Widerspruch. 
Also ist Z(R) = Z(m). Nach (7.7) gibt es ein XC&, Xgm, X -Z(W). 
Sei x E x#. Dann ist x vom Typ ua. Sei v C m, / v 1 > q3 und l% Z TV. Sei 
g E NB(&J mit xB E Z(R). Dann folgt 8” A LB n m # 1. Also gibt es ein 
v E r# mit V” E m - Z(a). Dann ist $# N 8. Also ist Z(R)m n iV g {Z(R)}. 
Sei nun Z(R)a n il7 = (Z(R)}. Sei g wie oben. Es ist C,(x) ein direktes 
Produkt einer elementar abelschen Gruppe von der Ordnung q4 mit einer 
semiextraspeziellen Gruppe der Ordnung q9. Weiter involviert CR(X) die 
Gruppe L,(q) x L,(q) x L,(q). N un liefert wieder die Struktur von R/N, da13 
n’n m ein Element a’ enthalt, so daR x N xw unter m ist. Dann ist aber 
B N % und w $Z(R). Das ist ein Widerspruch. 
Also ist Z(B)lm n m # {Z(R)}. Sei Ei 4 i?, m1 abelsch, / Ni / = q9 und 
Z(R~nRilri&. Sei 7 E Ri -Z(R), J N FEZ(R). Sei also h E &F mit 
7” E Z(R). Dann ist CR@)’ C NR(Z(f7)). Also ist 1 C&)‘JV/JJ j 3 47. 
Sei Z E C&m), . Dann folgt [.Y, f7] = 1. Weiter folgt [m, 31 < p. Dann ist 
l[fi,%]j = q4 oder [G,z] = I. Da aber [I@,s]a=(G)u 
fur sE&-N, Svom Typ c2, ist und weiter I[@, S] n P / = q2 ist, erhalten 
wir nun, da13 1 WTQ, : C,-;;;;B (%)I 6 q2 ist. Das liefert nun [,%, WTQB] = 1. 
Dann folgt [@, Z] = 1. Wegen [&, %] 2 P folgt nun mit (2.4) z E Z(R). 
Somit operiert C&#m/m treu auf N/Z(R). Insbesondere folgt, daR Z(@l”r n 
m - Z(R) eine R-Klasse ist. Sei nun V wie oben eine Untergruppe von m von 
der Ordnung > q3 mit VX C sm. Dann gibt es ein v E i7# mit X -Z(a) in -- 
C(@). Dann folgt Z(R)X C m, . 
(Z(R)X)# C 8 ist. 
Die Struktur von Z(R)a n iiJ liefert nun, daB 
Wir wollen zunPchst annehmen, da0 es kein solchesv gibt. Da I[%, m]l = q5 
ist, gibt es stets ein w C N, I W / = q3 und i&c LF~. Weiter enthllt W ein 
@ N X - @F. Dann ist a’ E N, da es sonst ein ? E Z(R)+ mit x N or gibt. Dann 
ist aber I(F, r;ti)j > q3 und (F, W)+F~ LF~. Das ist ein Widerspruch. Nun 
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folgt wieder X N Z(a) in C(a). Das liefert wieder Z(R)X C m, , ein Wider- 
spruch. Somit haben wir, da8 stets Z(R).% C @ ist. Nun gibt es ein ti E [N, %] 
mit E + f N m. Also ug # 1. Insbesondere ist U% $ m. Dann ist aber 
Z(@i# _C 8. D a U’ E Z(R)&’ ist, ist das ein Widerspruch. 
Wir haben also, da8 entweder Z(R) ein maximaler abelscher Normalteiler 
von i? ist, oder, da8 m von Z(R)m n m erzeugt wird. Sei nun 7 E ?V - Z(W), 
7 N f E Z(R) in m. Dann folgt wie oben, da8 1 C&yN/m 1 = q7 ist. Hierbei 
ist 7’ E Z(R). Also ist C NR(Zl~J)(R/N) # 1. Sei ni _C R, I N1 I = qs und ?V1 4 -- - -- 
NdZ(W Dmn fob Gloam, WI CZ@) und CR CNg~z&W)I d 
x1 . Also ist 7 E N1 . Das ist aber ein Widerspruch. Also ist stets Z(W) ein 
maximaler abelscher Normalteiler von Nm(Z(R)). Da CH(N)~ = Z(R) ist, folgt, 
dal3 Z(R) ein maximaler abelscher Normalteiler von F*(N,(Z(R))) ist. An- 
wendung von [25, 281 liefert nun die Behauptung. 
(7.16) LEMMA. 1st RIN $s -Q+(6 41, so erfiillt N,(Z(R)) die Vorametzmgen 
des Hauptsutzes oder F*(Q) E U,(q). 
Beweis. Nach (7.9) ist R/N irreduzibel auf N/Z(R). Nach (7.11) ist m’ # 1. 
Weiter ist nach (7.13), m = F*(N,(Z(fT))). Al so ist Z(R) ein maximaler abelscher 
Normalteiler von N=(Z(R)). Nach (7.10) ist N&J g NR(Z(@). Nach [27] ist 
dann F*(W) g U,(q) oder Z(R)M n m # {Z(R)}. Im zweiten Fall liefern [25, 
281 die Behauptung. 
(7.17) LEMMA. Ist R/N s Q+(6, q), so erfiillt NR(Z(R)) die Voraussetzungen 
des Hauptsatzes oder F*(H) g L,(q). 
Beweis. Sei E 4 i?, / L 1 = q5. Dann ist E elementar abelsch. Sei weiter L 
normal in N&(R)). Sei zunachstZ(R)W n NR(Z(@) Z N. Setze Mi = (Z(Ry). 
Nach [21] ist zi/Z(m,) zu J%(V, U&V, 3W7), GW, G(2)‘, “Dd3 4, 
A,, 4, 4, 1M,, , M23, M24 o&r Jz isomorph. Nach (4.5) ist R Z (Z(fT)n). 
Da q > 2 ist, folgt nun, da8 F*(H) = (Z(fT)m) eine zentrale Erweiterung von 
L,(q) ist. 
Sei nun X E Z(R)‘GI n J& - m. Die Operation von i? liefert, daD alle Elemente 
aus X vom Typ a2 auf P sind. Es ist C,(X) ein direktes Produkt einer elementar 
abelschen Gruppe der Ordnung q2 mit einer semiextraspeziellen Gruppe von 
der Ordnung q5. Weiter involviert C,(X) die Gruppe L,(q). Sei nun $ E N&!&) 
mit X” = Z(R). Dann folgt / Ngn W 1 > q2 und / Z(C&Y))s n 57 ) > q2. 
Nach [25, (2.18)] kiinnen wir ein Element u in M finden, so da13 o(a) = q - 1 
und [a, n] < m ist. Weiter ist u transitiv auf Z(R)+. Das liefert nun, da8 
XC Z(R) CR(C) ist. S ei nun B .< Z(R), 1 Z(R) : 7 1 = 2 und $% C # fiir ein 
f E X#. Dann folgt, dal3 es ein w E Z(CR(X))# mit a’ E m und x N .%v gibt. 
Die Operation von x liefert, dal3 wir Ed E J? wahlen konnen. Insbesondere sind 
alle Involutionen aus L in z konjugiert. Sei nun Z(R) schwach abgeschlossen 
in .L Dann gibt es obiges H nicht. Also ist XC CR(a). Weiter ist stets xZ(fT) n 
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$? = {z}. Somit ist nun X -Z(a) in Nn(Z(C&))x). Also ist sogar x N 
Z(R) in <m, N’) = m1 . Es hat 1 genau q2 + 1 Konjugierte unter nr . Weiter 
ist ~C,(Z(C,(X))~)/C~~Z(C~(~))~) eine TI-Menge in xr/C,l(Z(C,(X))X. 
Anwendung von [20] liefert nun ~r/C~JZ(C,(x))x) g Q-(4, q) mit natiirlicher -- 
Operation auf Z(C,(x))x. Da / C,R,z,~,,(R/NJ j q - 1 erhalten wir nun einen 
Widerspruch zu der Struktur von E1 . Also sind stets alle Involutionen in L 
in R konjugiert. 
Sei nun t E Z(R)* und g E M mit tc EL - Z(R). Die Operation von R auf & 
liefert leicht, daD [[s, &],L] = 1 f” ur alle s E L# ist. Das liefert (L, Lg) < m’. 
Die Struktur von C,(i’), liefert nun, dal3L undE” in einer Sylow 2-Untergruppe 
von RH normal sind. Da R eine Sylow 2-Untergruppe von f7 enthalt, folgt nun 
e = et. 
Somit sind alle Involutionen aus L in NM(L) konjugiert. Da L in C(Z(R)) 
normal ist, folgt nun, da13 L eine TI-Menge in H ist. Mit [20] erhalten wir nun 
F*(H) = L,(q). 
Sei nun L nicht normal in Na(Z(R)). Mit (7.13) folgt dann, daD Z(R) ein 
maximaler abelscher Normalteiler in N,(Z(R)) ist. Mit [27] (beachte N&s) g 
N,(Z(R))), [25, 281 erhalten wir jetzt die Behauptung. 
8. DER FALL R/N = Sp,,(q) 
In diesem Paragraphen gelten weiter die Voraussetzungen von Sektion 4. 
Weiter sei fiir ein t E LB die Gruppe R,IN, zu S&,(q) isomorph. Setze R = R, 
undm=N6.SeiAERRmit<L A , LB) = R. Es sei schliel3lich m > 2. Nach 
(5.4) ist dann 1 N 1 > q. 
(8.1) LEMMA. Es gilt eine der folgenden Aussagen: 
(a) Es gibt ein s E Z(R) mit p n LB $l LB n iV. 
(b) R/N g Sp,(q). Weiter gibt es ein f E Cm(t) n t’C3 mit [flI , X] $ PI . 
Es ist [VI , X] = 1 fiir alle % E f’cii n C,(t). 
Beweis. Setze F = (p 1 t’ E (LB)’ < 8, g E M). Sei die Behauptung falsch. 
Dann ist F < fl. Sei nun ff = t” E C,(t) - F. Sei P n p’ # 1. Dann konnen 
wir B n P’ # 1 annehmen, da R transitiv auf p# operiert. Dann ist a&r 
Ls C R’. Das ist ein Widerspruch. Also ist P n r’ = 1. Es operiert x auf p1 . 
Da [p, T] = 1 = [pr, m] ist, folgt nun mit (5.3) such [pr , 21 = 1. Nach (5.3) 
ist [WI/V, ,g] = 1 oder ein R/N-Modul gemPR (2.1). Der zweite Fall liefert 
m = 2 und wir haben (b). 
Also kijnnen wir [l%‘r , X] < p1 n Pe annehmen. Das liefert nun ][mr, ~11 < q. 
1st [l%‘r , %] = 1, so ist [R, X] < CR(l@r) = Z(R). Das 3-Untergruppenlemma 
liefert nun [R’, n] = 1. Dann ist aber 7’ n pr ein R/N-Modul. Das ist ein 
Widerspruch. 
48$34/2-14 
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Somit ist [ wi , ~1 # 1. Da i? auf r)eePa (Q5J operiert, folgt neo B1 (Em) 
= 1. Also ist o. B. d. A. [fii , X] n VFQB = 1. Also ist [ I$$Qs , $1 = 1. 
Das liefert [Es , P] < C&(I6yQs) = Z(R). Da (N, X) von R normalisiert 
wird, liefern nun (5.1) und (2.1)(a), d a B es ein F E & n m gibt, so da13 [iT, ~1 < 
Z(R) sind. Das 3-Untergruppenlemma liefert dann wieder [R’, H] = 1. Also 
ist & = Z(R) CLJX). 1st [%, Z(ir)] = 1, so folgt nun [Es , X] = 1. Das ist aber 
nach (3.5) und P n 8% = 1 ein Widerspruch. Also ist Z(R)m n C$(Z(R)) < N. 
Klar ist, daB Z(W) eine TI-Menge ist. Sei T eine Sylow 2-Untergruppe von 
Nm(Z(R)) und g E Nn(T) mit Z(R)g #Z(W). Weiter sei T so gewahlt, daD 
NEe < T ist. Dann ist g E NJ&J. N un ist [Z(&g, fl] = 1. Nach (5.3) ist 
-_ 
pi = (FQs , a). Weiter ist [Z(R)g, &] < I&‘. Also ist [A, As] = 1. Weiter 
ist g E Nm(Q n QB). Al so ist such [Vi n Qs , (Vi n Qs)“] = 1. Das liefert 
nun [Vi , Vi91 = 1. Somit ist Vi’,” C IV1 . 
Sei nun F$ E pi:” mit 2 E G1 , B E Gi - vi . Dann ist [@, 
zA n m] = A. Weiter ist [$, LA n m] < vi;,“. .& jedem a” E a# gibt es ein 
/ 
jj E VI n QA n QB und ein ii E zA n m, so daD [SF, ii] = jk? ist. Da <8, 
/ - _ 
V n QA n Qe) in (B, [J&&J) enthalten ist, folgt nun r# = p oder Z(R)” = 
Z(f7). Sei P’ = P. D ann ist Ae $ Qz. Also ist i? = (Eap , &J nach (2.1). 
Nun folgt Rg = (L, , LB)9 = (L,, , LB) = R. Somit ist g E NM(Z(R)). Ins- 
besondere enthalt NM(Z(@) eine Sylow 2-Untergruppe von M. 
Sei nun vi’,” C ri( w$Qs). Da vi’,” $ WTQ, gibt es ein &id E vi;,” mit 
& E WFQB und 2 E A#. Somit ist GQ, < (8, [LB , G]) < p’ n QTQ. 
Also ist P n QB = (P n &)I. Nach (3.12) gibt es dann c‘, D E BR n Q> 
mit R = (L, , L,). Das liefert nun wieder g E NM@). Also ist g E Na(Z(R)). 
Insgesamt haben wir gezeigt, daB N&Z(R)) eine Sylow 2-Untergruppe von M 
enthalt. Nach [21, Korollar 21 ist zr = (Z(R)m) eine zentrale Erweiterung 
van 4, A*{ , 4 9 4, Mz, , Ms7 MM, L,(25 Us(2’), 5%2’), G2(2f), u,(3), 
“D4(2f) oder Jz . Nach (4.5) ist R < mi . D as ist aber ein Widerspruch. Damit 
ist das Lemma bewiesen. 
(8.2) LEMMA. Es gibt stets ein s E Z(R)# mit sflii n &, g i;, n N. 
Beweis. Angenommen falsch. Nach (8.1) ist dann R/N g Spa(q). Setze 
B,, = (tm n L, 1 t EZ(~)#). Dann ist i?,, C&, n w. Sei ir E &, n f’“I, El $Z(R). 
Sei ii = i” mit g E N&&J. Es ist [vi , &] = 1. Also ist pi’ C @‘i . Sei nun 
1 W : Cfl(i,)j < q. Sei I$ E VI’, B E WFQR, fl E W’ll=r;e, - P, . Dann gibt 
es ein 7 E Cr;,&t,) mit 1 f a” = [p, 7-J E A. Dann ist [y, a/?] = z’?rZ mit 
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IZ E mB . Es ist (8, mB, i%) < (B, [zic?, i&l, Gci) < pi;,“. 
Dann folgt 8” = p oder pi;,” = vi . In beiden Fallen folgt g E N(Z(R)). Das 
ist ein Widerspruch. Also ist TX;,” C pi(z,). Dann folgt VFQ, = 
Pen&,. Dann folgt wieder g E Na(Z(W)). Dieser Widerspruch zeigt 
1 Iv : C,(t,)l = q. Nun folgt wie in (7.3)(2), dal3 alle Elemente aus &, - {I) 
konjugiert sind oder B. = Z(W) ist. 
1st & # Z(#), so folgt wie in (7.4), daD / & 1 = q3 ist. Wahle nun x gem20 
(8.1)(b). Sei h E w mit @ = A. Setze n0 = B&,‘. Es ist N,, 4 8. Es ist 
[W,/V, , X] ein Modul gemal (2.1). Al so ist I[W,/V, , ~11 = q4. Das liefert 
Pl n BE = I, wobei i% = x sei. Weiter haben wir vfi c l@i . SchlieBlich 
haben wir / pl(G1) n rfi / = q2. Nach (5.3) ist 1 pi(Q>l) : G 1 
= q. Also ist G1 n vfi # 1. Wahle G E (fii) n p%)#. Dann ist 
&!cQB und %Ez,. Nach [25, (2.1 S)] ist (LB , &J/02(EB , E,) z L,(q). Setze 
Z = t, n L, . Es ist [B, , L, n O,((J?, , &)I < B, n Z. Sei zunachst & n Z 
= 1. Dann folgt [x, EB n O,((L, , I!&)] = 1. Also ist 1 LB : C,(x)1 < q. Da 
q > 2 ist, ist [E, , X] < m,, . Also ist [EB6, X] < wO, fur alle h E R. Dann ist 
[R,~]<~s.SeinunB,nZfl.Seil #fE&nz.Dannist(L,,L,)< 
R,.Sei?iEMmiti?“=&. Dann ist x E (m,,)“. Also ist [X,&J < B. . Dann 
folgt [R, X] < JVs . 
Insgesamt haben wir somit [R, X] < m0 fiir jedes x gemaD (8.1)(b) gezeigt. 
Da .TVa/Z(R) ein irreduzibler R/N-Modul ist, folgt nun [E,, , X] < Z(W). Sei nun 
u E Z(R) und jj = U” E C(Z(a)) - iz;, F E R. Sei weiter w = [??, 71 # 1. Nach 
dem 3-Untergruppenlemma gilt dann [R, Ed] <Z(R). Nach (5.1) ist dann 
[R, W] = 1. Nun ist [l%i , W] < [l%‘i , ~][l@i , 71. Da [l@i , a] von W normalisiert 
wird, folgt P < [ l@i , W] oder [l@r , W] = 1. Sei zunachst P C [ml , a]. Dann 
ist a[l%‘i, X] ,< [PI, ~][mi, 71. D ann folgt aber wegen I[l%‘r, *]I = l[pr , ~11 
q4, dal3 
s1 ) - 
a[mi , X] = [l@r , x][I@i ,r] = g[l%‘i ,r] ist. Das liefert nun 
x, 71 = 1 = [ml, 7, x]. Nach dem 3-Untergruppenlemma ist dann 
[ m1 , W] = 1. Das ist ein Widerspruch. 
Somit haben wir [fir , W] = 1 gezeigt. Da [l@, W] R-invariant ist, folgt nun 
mit (5.3) [l@, 51 = 1. Das liefert nun [Q, W] = p. Nach (2.4) ist dann WE -_ -_ 
Z(R). Setze E = (Z(R)g j [Z(R)g, Z(R)] = 1, g E R). Dann haben wir eben 
E’ ,( Z(R) gezeigt. Weiter ist nach der Struktur von No klar, daB Nn(Z(@) 
eine Sylow 2-Untergruppe von &? enthalt. Schlieblich ist Z(R) eine TI-Menge 
in M. Nun liefert die Anwendung von [21, Korollar 21 einen Widerspruch. 
Damit ist das Lemma bewiesen. 
(8.3) LEMMA. 1st R/N z Sp,,(q), m 3 2, so gilt eke der folgenden Aussagen: 
(1) n=llundR/N~Sp,(q),I~I=qg. 
(2) n = 17 und R/N= Sp,(q), 1 X 1 = ql’. 
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Beweis. Nach (8.1) und (8.2) gibt es ein s EZ(R)# und ein g E &? mit 
? sLB - m. Nach (5.3) und (2.1) ist 1 W,/V, / = q” mit x = y2”, y E tV 
geeignet. 1st sg nicht vom Typ us auf r, so folgt mit (2. I), ) [ IV,/ V, , s”] 1 = p(“/z). 
1st S@ vom Typ a2 auf p, so gibt es ein r E 8, so da13 S”S’ 6 m ist. Weiter ist 
&” nicht vom Typ a2 auf 8. Nach (2.1) ist dann 1 [W,/V, , s”] 1 > qtri4) 
SchlieRlich ist i[pr , ~“11 > q. Also ist 2m > (x/4) + 2. Das ergibt die fol- 
genden Miiglichkeiten m = 2 und x = 4 oder 8, m = 3 und x = 8 oder 16, 
m = 4 und x = 16 und m = 5 und x = 32. Fib m = 5, m = 2 und x = 8 
und m = 3 und x = 16 haben wir in obiger Ungleichung die Gleichheit. 
Also ist ][p, $11 = q. D ann ist S” nicht vom Typ aa auf P. Also ist I[W,/ V, , ~~11 
= qczj2). Das ist aber ein Widerspruch. 
Sei nun m = 2 und x = 4. Dann ist 1 WJV, / = q4. Da R/N transitiv auf 
(WI/VI)+ operiert, folgt nun, da8 WI abelsch ist. Das ist aber ein Widerspruch. 
Damit ist das Lemma bewiesen. 
(8.4) LEMMA. Es ist w’ # 1. 
Beweis. Sei m’ = 1. Sei weiter zunachst Z(R)m n zB n N = {Z(R)>. Nach 
(8.2) gibt es ein g E &!i mit Z(R) # X = Z(#)s Cf;, . Setze P = [N, X] fiir 
ein x E x#. Dann ist P#-’ n .& n m = 1. Es folgt, da8 n = 11 und x vom 
Typ b, oder a2 auf P oder n = 17 und x vom Typ a2 auf v ist. Das liefert nun 
I Yg-‘N/fl / < q2 bzw. q 3. Insbesondere folgt nun mit (5.1) in beiden Fallen K 
vom Typ a2 . Weiter folgt nun R/N E Sp,(q) und I y I = q2. Weiter folgt 
P = [N, X] fur alle f E X#. Dann gibt es aber ein Z < Z(R) mit I Z(R) : z I = 2, 
so da8 .% nur zu 5 konjugierte Involutionen enthalt. Das liefert nun (z x r?)r@ 
n La n m = 1. Weiter sind alle Involutionen aus (z x F)‘-’ vom Typ a2 . 
Wegen q > 2 ist das ein Widerspruch. 
Somit gibt es ein s E Z(R) mit S’ E LB n m -Z(R), g E &?. Dann ist m < 
C&s’) < Nm(rlg). W’ re in (8.1) folgt nun g E NB(R). Das ist ein Widerspruch. 
(8.5) LEMMA. Sei f7 = C&(Q)). Dunn ist ilJ = F*(N&(a))). 
Beweis. Wie in (7.12) folgt, dab F*(N&(i;i))) eine 2-Gruppe ist. Sei nun 
f E O,(N,(Z(R))). D ann ist [%, R] < m. Also ist [%, pr] = 1. Da [%, WI/V,] 
ein R/N-Modul gema (2.1) ist, folgt aus der irreduziblen Operation auf WI/ VI , 
dal3 [@‘r , ~1 < p1 ist. Sei nun f $ m. Die Operation von R auf w liefert, daB 
es ein 7 E ii, O(J) ungerade, gibt, so daR CR(y) = Z(R) ist. Wir kiinnen [y, X] = 1 
annehmen. Also ist [m, f] = [Z(R), ~1. 1st [Z(R), X] = 1, so ist [R, X] = 1. 
Also operiert R auf [mr , x]. Das liefert [l@r , X] = 1. Weiter operiert R auf 
[w, a]. Somit ist such [fi, X] = 1. Also ist [&, X] = p. Das widerspricht aber 
(2.4). 
Sei nun [%, Z(R)] # 1. Sei T eine Sylow 2-Untergruppe von %i mit NL, < T. 
Nach (8.4) ist nun Z(T) < Z(R). Nach [25, (2.18)] gibt es ein ii E M - Ei’, 
O(U) = q - 1. Weiter operiert (a) fixpunktfrei auf E,#. Wir konnen a so 
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wahlen, da13 P E NM(T) ist. Das widerspricht aber Z(R) > Z(T). Damit ist das 
Lemma bewiesen. 
(8.6) LEMMA. Es erfiiZZt N,@(R)) die V oraussetzungen des Hauptsatzes. 
Beweis. Nach (8.5) und (8.4) und der Tatsache, da13 R/N irreduzibel auf 
m/Z(a) operiert, folgt, da8 Z(R) ein maximaler abelscher Normalteiler von 
N&Z(R)) ist. Sei g E IM mit Z(fi) n Z(R)’ # 1. Dann ist P = pg. Wir kiinnen 
o. B. d. A. g E N&&B) annehmen. Also ist A’$ VTQ, . Das liefert i? = 
(L, , zB) = (r;,, , J?,& = (EA , &)” = ii”. Somit ist Z(R) = Z(w)‘. Also ist 
{Z(R)) eine ZY-Menge. Sei Z(R)M n m = {Z(R)}. Nach (8.2) ist N&Z(R)) 3 
NJ,&). Somit liefert [27] einen Widerspruch. Also ist Z(R)= n ilr # {Z(R)). 
Dann liefern [25, 281 die Behauptung. 
9. DER FALL R/N = SZf(4, q) 
In diesem Paragraphen gelten weiter die Voraussetzungen von Sektion 4. - - 
Weiter sei fur ein t E &,# die Gruppe R,/N, zu 52+(4, q) isomorph. Setze i? = w, 
und N = ml . Es sei 2 E fiR mit <LA , J?;,) = i?. SchlieBlich wollen wir noch 
annehmen, daR fur alle c E &,# stets 1 mT / > q sei. 
(9.1) LEMMA. Es gelten die folgenden Aussagen: 
(a) p ist der natiirliche R/N-Mod& 
(b) Sei W = C,(V) und W* = WI V. Dann gilt W* = (QA n W)* @ 
(QB n W)*. Weitm ist [W*, m] = I. 
- 
(c) P und Q/W ’ d “q sm a uivalente F&R/N)-Mod&. Dabei ist XW -+ [x, t] 
ein i?-Isomorphismus von Q/W auf v. 
Beweis. (a) und (c) stehen bereits in (3.10). Es ist =Q < 
~*,,G3 nrn) =v-e, da QB semiextraspeziell ist. Nach (c) ist 
I(QB n Q) W/ W j = q. Aus Ordnungsgrtinden folgt nun W = (QA n W) x 
,- 
(QB n W). Da [LB n R, fi] < QA n Q8 n I@ < P ist, folgt nun (b). 
(9.2) SATZ. Sei x E LB - N mit [m/V, X] = 1. Setze R, = N($). Dam 
ist i? = R, X P mit P e L,(q). Weiter ist [IT/a, R,] = 1. 
Beweis. Klar ist [r/a, &] = 1. Nach (9.1)(b) ist [m/P, a] # 1. Also ist 
&IN E L,(q). Sei nun p 1 q + 1, s eine Sylow p-Untergruppe von fF und 
u = N=(s). DaZ(R) = &, n r;, ist, folgt 0 = Z(R) x X x p, wobei X undP 
Diedergruppen der Ordnung 2(q + 1) sind. Sei Z(R) x X = D n R, 4 D. 
Sei weiter ,!? ein Komplement zu Z(R) x X in g. Wahle E mit [& , E] < n. 
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Da L,N/N eine Sylow 2-Untergruppe von R/N ist, kijnnen wir Es n NE 4 -- 
& n m annehmen. Da alle Sylow p-Untergruppen von NE unter m konjugiert 
sind, konnen wir EB n E # 1 annehmen. 
Da [m/a, a,] = 1 und i? = (fT,,, Ls , i?) ist, folgt mit (9.1)(b), dal3 
(QA n W)* zu (QB n W)* unter E konjugiert ist. Also operiert B’ fixpunktfrei 
auf m/I? Weiter operiert E’ fixpunktfrei auf p. Also ist C&E’) = 1. Setze nun 
m. = C&i7 n &)‘). E s ist C,(( T7 n Ra)‘) = 1. Somit ist IV = B @ ITa . 
Es normalisiert is die Gruppe ma . Nach (9.1) ist dann @a = (Won) @ 
(GB). Sei L, # L, , L, WE, unter (0 n R,)‘. Dann ist G = 
ZZ. 
/-- 
Wegen / QB n Qc n I’ / = q2 und 1 QyQB : QTW j = q, folgt 
nun I FQ, : -1 < q2. Es ist [Es nL,, Qmc] < 
B n 2; = 1. Es ist I J?, : CLB(Qz)l = q2. Also ist ) LB n E, : CEB~L,(Q~)~ 
- 
< q. Somit ist I i;, n L, / < q2, da Cs,(Q n-QB) = 1 ist. Sei nun e E E n E, . 
DannisteELen&. Al soist IN:Nn(&,,&)l <q.EsistcEL,nE,< 
Z((J?~ , E,)). Somit ist ( m : CR(e)1 < q. Das liefert nun [E’, m] = 1. Das liefert 
nun [E’, R,] = 1. Somit ist CR(&,)&/&~ L,(q). Das liefert nun die Behauptung. 
(9.3) LEMMA. Es ist Z(R) nicht stark abgeschlossen in & beziiglich M. 
Beweis. Sei Z(W) stark abgeschlossen in i;B . Sei weiter g E M mit ii = 
t” E CM(Z(R)) - Z(R), fur ein t E Z(R). 
(1) BR = EM n P. Sei 6 E (BM n P) - BR. Dann ist o. B. d. A. C < 
Q, n QB . Setze ci = Csc(f3), c2 = Czc(A). Es ist (A, B) < Qc . Somit ist 
1 i& : cl / = q = / Lc : C, 1. Da (A, B, Z(Q)) eine elementar abelsche Gruppe 
der Ordnung q3 ist, folgt / (?i : c, n c2 ( = q, Also ist & = CrC, . Da Z(R) 
in L, und L, stark abgeschlossen ist, folgt nun ci < Na(Z(@), i = 1, 2. Also 
ist E, < NdZ(R)). Somit ist [Z(R), L,] < Z(R) n E, . Also ist .& < NM(R). 
Da E, nach (3.5) schwach abgeschlossen in einer Sylow 2-Untergruppe von M 
ist, folgt nun& < R. Das ist aber ein Widerspruch. Somit haben wir (1). 
(2) [P, ti] = 1. Sei [P, ii] # 1. Dann ist I[& , P]I = q. Weiter ist 
[p, ii] nicht singular. Also ist o. B. d. A. @I = A. Dann ist ((QA n W)*)‘l = 
(QB n W)*. Da I[&, till = q4 ist, folgt I(QB n W)* / < q2. Das liefert n < 6. 
Da n # Z(R) ist, folgt n 3 5. Also ist n = 6 und /e, 1 = q5. Weiter ist 
/ m I = q5. Sei s $ i? ein 2-Element in C,(Z(a)) mit [R, S] < m. Dann folgt 
[s, a] = 1. 1st [- s, I%‘] = I, so folgt mit (2.4) s E Z(R). Nun gibt es aber in 8 
ein Element 3, , das eine Untergruppe der Ordnung (q + 1)2 in R zentralisiert. 
Der Normalisator dieser Gruppe in i?(&) ist zu Z(i7) x x, wobei x ein Kranz- 
produkt Dz(O+l) t 2, ist, hierbei ist 02c4+i) eine Didergruppe der Ordnung 
2(q + l), isomorph. Es operiert x irreduzibel auf P und W/V. Also ist [pi , m] 
= 8. Wir konnen o. B. d. A. [s, , ii] E Z(fF) annehmen. Dann operiert S, auf 
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[m, ii]. Es ist I[w, &]I = q3 und j[m, ii] n P 1 = q. Das ist ein Widerspruch. 
Somit haben wir gezeigt, da8 m eine Sylow 2-Untergruppe von C&,,,R,,(R/N) 
ist. Sei nun h E R mit [Z(R)‘, Z(fT)] = 1. Dann folgt wegen q > 2, da13 Z(i7) n 
a += 1 ist. Da Z(fl) stark abgeschlossen. ist, folgt nun Z(w)‘; = Z(f7). Also ist 
Z(iT) schwach abgeschlossen in C&Z(w)). Nach [21, Korollar 21 ist dann 
(Z(iT”)) eine zentrale Erweiterung einer Gruppe ungerader Ordnung mit 
4 9 4 , 4 3 4 , M,, , M,, , Mz4 , W”), u,(W, s@“), L,V”), WW, u,(3), 
3D,(29 oder Ja . 1st L,(29 nicht in (Z(B)m) involviert, so ist i? $ (Z(i7)m). 
Nach (4.5) gibt es dann ein X E L,(q), X < i? n E(M). Die Operation von ii 
auf i? liefert nun aber einen Widerspruch. Die Struktur von a liefert nun 
(Z(@m) z L,(q). Also ist R = N&Z(R)) (Z(ay). Das widerspricht aber 
O,(M) = 1. Somit haben wir (2). 
(3) Sei CEEM mit Z=L;,nL,‘# 1. Dann ist Z(R)nZ# 1: Setze 
& = EBBI;. Sei weiter Z(R) n Z = 1. Dann ist & # E, . Setze X = (Ii , LB) 
und F = O,(X). Mit (3.12) 
-- 
und (5.1) folgt, daB X/F zu il+(4, q) oder L,(q) 
isomorph ist, da Z(R) stark abgeschlossen in LB ist. 
-- 
Sei zunachst X/F s 52+(4, q). Nach (3.12) ist nun X = ii, . Da Z(ii) stark 
abgeschlossen in LB ist, ist such &, n m stark abgeschlossen in LB . Somit ist -- 
~,nm~i;ioder~~nn=(~~nr\nF)Z.IstL,nm,(~,soistL,n~~ 
C&vz). Also ist FQB = VyQB . Nach (1) ist dann R = i?z und dann 
Z(R) n .Z # 1. Das ist ein Widerspruch. Also ist 2 n 1s n m = 1. Dann ist z 
nicht stark abgeschlossen in LB . Vertausche nun die Rollen von z und Z(a). 
-- -- 
Sei nun X/F g L,(q). Es ist &,/z eine TI-Menge in X/Z. Nun liefert [21, 
(2.4)] LB n IV < P oder Z(& n R) = LB . 
Sei zuerst & n m < P. Dann ist [A’;, E, n m] = 1. Sei @ n FQB = 1. 
Es ist F < N(B) n N(@). 5 Lomit 
ist [[B’;, 71, zB n P] = 1 
ist [p, (8, @)I = 1. Sei 7 E& - i? Dann 
nach dem 3-Untergruppenlemma. Nach (3.6) ist 
[y, B’] < QB . Somit folgt [La , B”] = B. Dann ist (Q-# < #‘(Q-J. 
- - 
Sei 2 E (Q n QB)@ - (Q n QB). Dann ist o. B. d. A. f E I?? Sei weiter f E 
QxA Nun ist [a, LB] = B und [g, L,] = 2. Da R = (E, , &,) ist, folgt 
[z, fT] < P. Da R auf [(P, S), m] o p eriert, folgt [z, w] = 1. Dann ist aber 
Co(LJ # B. Das ist ein Widerspruch. Also ist 8” C QxB . Also ist B” < 
COXJLB n m) = VTB . Nach (1) ist d ann X < i?. Das liefert Z(R) ,( Z. 
Das ist ein Widerspruch. 
Also ist Z(L, n N) = E, . Sei pi = (& , & E @, E, n L, # 1). Man 
sieht nun leicht vi = P. Nach (3.5) ist somit 8” ,( I$‘. Somit ist [r, z] < 
/ - - 
Qe n QBa n Q. Es folgt [a, Z, Z] < B n B” = 1. Das widerspricht aber 
[p, Z] = [p, LB]. Somit ist (3) bewiesen. 
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(4) P n p’ = 1. Sei P n P’ # 1. Nach (1) ist p n pg total nichtsingular 
in 8 und r@. Somit ist ( p n rg ( < (I”. 
Sei zunachst 1 7 n v# 1 = q2. Nach (2) ist pg < m. Nach [7, Satz 41 gibt 
es ein p E Aut(Q) mit o(p) = q - 1 und [C,,,(&(Q)), p] < O,(Aut(Q)). Es 
operiert p auf v, P” und I% Also ist ) @ : CT)\ = qz. Setze p,, = P n 89 
Die Definition des Skalarproduktes auf pf liefert [@ &] < rO-‘-. Also ist 
pf = p,, 1 [ @, iI]. Nach (2) ist [R, iI] < m. Also normalisiert R die Gruppe 
v[$i’, ill. Es ist r[l@, &] < (%%&(6?&). Also ist / r” n r(GJj 
= q3. Das liefert 1 8’n Ge / = q2. Also ist P” n GB nicht total 
nichtsingular. Somit gibt es ein E E P’ IT (E), & N b” E 4 in M. Mit [25, 
(2.18)] erhalten wir nun (& , ~~)/02((~e ,&)) r L,(q). Nach (3) ist & n La 
= 1. Da tr E za und &, n w stark abgeschlossen in &, ist, folgt nun [LB n m, &] 
= 1. Also ist [N, ir] < Z(R). Es folgt nun [x, jr , @J = 1 = [N, m, $1. Das 
3-Untergruppenlemma liefert nun [@, &] < C,(m) = i? Das widerspricht 
aber r,, n [m, $1 = 1. 
Sei nun ) p n P’ ) = q. Dann ist ) m : CF)l = q3 und \[m, iI]\ = q3. 
Wie oben haben wir [ @, &I’- > p0 . Da p0 nicht singular ist, folgt [@, fr] = 
r,, @ 0, wobei 0 total nicht singular ist. 0. B. d. A. ist p,, Ls 
Es ist L%’ = (GA)(Ge). W’ k” m rr onnen ] [W n QB , tr] / > q annehmen. 
Also ist I[@‘, &] n rQg ( > q. Da r,, < [@, &] n Q%a ist, folgt [w, tr] n 
QTQe # 0. Somit gibt es wieder ein B E 8” n Qza mit L? N 6 E B in a. 
Wie oben folgt nun wieder [L?‘, tr] < 8. Das ist ein Widerspruch. Somit haben 
wir (4) bewiesen. 
Wir zeigen nun, daB es ein solches fr nicht gibt. Nach (4) ist [V’, C+~(il)] < 
v n vE = 1. Also ist CLBnR( r) t < CM(vg) < ND&). Setze $ = (L, n m)‘. 
Dann ist N z~,R(~_(~)~ = hBnd$) und NB,(Z@>> = NB& n NJ. Nach (3) 
ist dann [Ni.B,R(E1), B,] < Br n Nm(Z(r;i)) = N&a n IV). Setze nun 7 = 
(B, ,,?a n IV). Es ist I Ve n V(Qz)i = q2. Weiter ist [NE&Z(R)‘), 
Vf n V(Q>)] < V% n V = 1. Also ist ( La n W : NEenR(Z(ir)\ >, q2. Nach 
(3) ist za n m eine TI-Menge in P. Mit [21, (2.4)] erhalten wir nun F/O,(P) s 
L,(r) oder Sz(r) mit r = I&, n m : Ne,,m(Z(ir)%)I. Da r > q ist, ist dann aber 
nach [21, (2.4)] Z(R) nicht stark abgeschlossen in LB . 
Somit haben wir, da13 Z(R) schwach abgeschlossen in C&Z(R)) ist. Mit [20, 
Korollar B] erhalten wir dann einen Widerspruch. 
(9.4) LEMMA. Es istZ(R) nicht stark abgeschlossen in &+ n m beziiglich a. 
Beweis. Sei Z(R) stark abgeschlossen in L, n m. Nach (9.3) gibt es ein 
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ZEE, -mmit%-iEZ(R) in M. Dann ist I[%, &]I = q4. Also ist [I%‘, %] < p. -- 
Nach (9.2) ist dann i? = & x Y, Y s L,(q) und $ = IV{@ n 8). Sei 
E = 3’. Setze z = Z(R)‘. Dann ist z < $ . Die Operation von 8, auf 
R/Z(W) liefert C,(z) = L, n m = C,(X). Setze 2, = & n &, . Dann ist 
& = (Z(@M n LB,>. Also ist 2, stark abgeschlossen in& . Sei z, = mB n m n 
(LB n TV)“. Dann ist 1 EB n m : Z2 / = q. Es folgt %Z(R) n fl= {%} oder 
%Z(R). Also ist j Z(R)m n LB / = qn-4 + 1 oder qn-3 + 1. Da m # Z(R) ist, 
ist n > 4. Da W nicht abelsch ist, folgt sogar n > 5. Weiter ist q > 2. Nach [I] 
ist dann 2(n - 4) < n - 2. Also ist n = 6. Es ist E, n P # 1. Sei ti E (& n F)#. 
Dann ist (a,,)* < R, fiir alle g E M mit Z(R)’ < zB . Da 1 w, / > q ist, erhalten 
wir nun einen Widerspruch. 
-- 
(9.5) SATZ. Es ist fi = x x Y, Y z L,(q) und [m, I] < 8. 
Beweis. Angenommen falsch. Nach (9.2) ist Z(R)m n LB < fl. Nach (9.3) ist 
Z(QM n L, f {Z(W)). 
(1) Nn(& n m) < Nn(Z(R)). Sei g E N&LB n w). Dann ist [LB n R, P] 
= 1 = [LB n N, #“I. Also ist p’ < @. Es ist pen QB = KQ, . Weiter 
operiert &, auf ~z~/~~QB . Die Struktur der orthogonalen Gruppe liefert 
nun C&&J > B oder p = p’. Also ist [m, Z(fT)H] = 1. Nach (2.4) ist dann 
f E hdZ(@). 
(2) Sei s E Z(R)’ # Z(R), Z(fz)B <I?, n m. Dann ist [s, m] = Z(R). 
Nach (3.11) ist [s, m] < Z(R). Sei I? = C,,,(S). Dann operiert E auf 8’. Wir 
kannen g E N&LB) annehmen. Dann ist B < pg. Sei nun a/? E rg mit a E 
Qz, /? E Q= - 8. Sei weiter [s, m] # Z(R). Dann ist @,L] # 1. 
, 
Nun liefert die Operation von R auf p aber, daB (8, V n QA n QB) = 
(8, [[$,E], LB]). Da P = (B, V n QA n QB , 2) ist, folgt P = PK. Das 
widerspricht aber der Wahl von 8. Also ist pg < p(KJ. Da B < P’ ist, 
ist V’ z& GB . Somit gibt es ein a” E A# und ein &! E Wz mit iia E pt. 
Nun folgt wieder VTQ, < p’. Somit ist VzB = 8’ n & . Die Struktur 
von fz” liefert nun [pg, LB n-m] = 1. Da C,-7;;;,(zB n m) = VzB ist, ist 
p = p’. Dann ist aber Z(R)” = Z(R). 
(3) W%hle s wie in (2). Dann ist 2 < I(,!& n n)(LB n m)r : LB n fl/ < q. -_ 
Weiter operiert jedes ff E (&, n IV)% - (LB n fl) vom Typ a2 auf I? 
Sei p E LB n m. Dann ist [w, y]< VTQB . Also ist [@‘(QTJ, r]< VTB. 
Somit ist I & : C&l < 46. Nach (1) ist (&+ n m)e # &, n w. Sei nun f E 
(EB n iVy - (LB n N), R vom Typ c2 auf l? Dann ist (A, &‘) eine hyper- 
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bolische Ebene in 8. Wende nun (9.1) auf das Paar (A, A’} an. Das liefert 
lmv~ 41 = (I m/a I) l12. Es ist i[p, XII = q2 = I[&/m, ~11. Also ist 71 = 6 
und I[&, ~11 = q6. Setze F = (Z(fF)a n ,&). Nach (2) sind alle Elemente aus 
p# zu Elementen aus Z(f7) konjugiert. Da Z(R) eine TI-Menge ist, folgt 
IZ(@*nL, ( = q+ 1. Weiter ist [(L,niV)~ne,I = q+ 1. Aber 
I((J& n fl)a)R n ,& / > q. Das ist ein Widerspruch. 
(4) Setze I$ = (& n m)(,& n fl)s. Fiir x E Z(I?)# wahle Iz, E LA n iV 
mit h;%, = s%. D ann ist BO C (Es n iV) u (LB n N)f u u3EZcRJ+ (LB n IV)%. 
Nach (1) sind Es n N, (LB n LV)~ und (Es n m)% paarweise verschieden. Da 
Z(fT) C (LB n J7) n (Es n N)e, wird (E,, n m) n (Es n N)@ von & normalisiert. -_ 
Also ist (Ee n JV) n (&, n N)g = n3Ez~Rj+ (LB n N)@% n (LB n N) n (LB n N)r. 
Nun folgt leicht die Behauptung. 
(5) p n P” = (P, c) ist total singular in P. Da [v, S] = I ist, folgt 
[V, 1101 = 1. Sei 1 vn pgl = q3. D ann ist / I%’ : =I = q. Also ist 
[@‘, S] = P. Dann ist [GA , S] = 1. Da =a < a[GA , Es] ist, 
- 
folgt [W n QB , s] = 1. D as ist ein Widerspruch. Also ist 1 P n P’ / < q2. Da -_ 
[p, (& n IV)‘] < P n 8” ist, folgt nun mit (3) die Behauptung. 
(6) Sei s < R, 1 s 1 = (q + 1)2. Dann kann man s so wahlen, da13 
(L, n N)” n (NR(S) - CR(S)) # .B ist. 
Es gibt ein x E (&, n fl)s mit [s, X] < SN aber [s, X] $ m. Wahle nun 7 E La -- 
mit [s, 71 < SN, so daB 57 vom Typ ca auf r ist. Das ist nach (3) moglich. 
Setze nun R, = (x,7, S, N). Das Frattiniargument liefert R, = mN~~(s). Setze 
i?* = R/Z(R). Dann ist C&(X, 7)“) = (I?~ n m)*. Weiter ist NR;(S) = 
S*(NR;(S) n (m(x, y))*). Da C,,(S) = 1 ist, ist NR;(S) n (m(X, y))* elemen- 
tar abelsch. Dann ist N&S) n (N(x, y))* < (x, J)* C&(X, 7)“) < (LB n 
m)*(%, r)* < @ . Nun liefert (4) die Behauptung. 
Wir sind nun in der Lage den Satz zu beweisen. Wahle x wie in (6). Da nach 
(3) x auf p vom Typ a2 ist, ist 1 C~(X)I = q + 1. Es operiert C’S(X) fixpunktfrei 
auf [a, X] = P n pg. Sei c < cf n pe, 6 N P unter CS(X), B # c. Dann 
ist SEE, nE,. Vertausche nun die Rollen von P und p’ in (5). Das liefert, 
daB p n 8” total singular in PE ist. Also ist (LB , &.) < i?, . Dann ist [s, @“I < 
/ 
8gn{QnQ,nQ,)=(B,Z’).W ‘t ei er ist [z, @~(FQ~)(FQ~)] < (I?, 6). 
Da ) & : @~(Q~~)(~QJ = q2 ist, ist I[%, &]I < q4. Das liefert [x, @] 
< 8. Mit (9.2) erhalten wir nun die Behauptung. 
(9.6) LEMMA. Sei t E i, t - z in G und B C Qt. Dunn ist Q n Qt > 
(B, C’> < V, wobei (8,2;> total singuhr in V ht. 
Beweis. Sei zunachst tZ(Q) n tQ # tZ(Q). Sei X = (r. I r E Z(Q) und t N tr 
in Q). Dann ist X < Z(Q). Setze & = Q/X. Sei nun r E R mit [t, r] E C,(t) - 
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[Q, t]. Es ist [Q, t] = Z(Cg(i)). Also gibt es ein 9 E C,(i) mit [t, r]Y = [t, Y]Z 
mit a ~2)s. Das ist ein Widerspruch. Also ist R = QC,(tZ(Q)). Weiter ist 
QC,(t) ein Normalteiler vom Index hijchstens q in R. Somit deckt C,(t) die 
Gruppe R/N. Da B c Qt, folgt nun PC Qt. 
Sei nun t” n tZ(Q) = tZ(Q). Setze U = Q n Qt n [Q, t]. Nach (2.6) ist 
Z(Q) n Qt = 1. Also ist Q n Qt < Z(C,(t)). Also ist 1 Q n Qt : U ( < q. 
Weiter ist 0 < 8. Sei die Aussage des Lemmas falsch. Dann folgt / 0 / < q3 
und I Q=, I < q4. 
Sei zunachst Qe n Qt n M 4 E, n m. Gibt es eine Involution x in 
Q, n Qt n M, die vom Typ ua auf P ist, so ist [p, X] total singular. Da 
[~pQBnQtnMIGQ~B ist das ein Widerspruch. Also gibt es in 
QB n Qt n M keine Involutionen vom Typ a2 . Wahle nun x E Qs n Qt n M - 
& n x. Anwendung von (9.1) auf das Paar 8, 8’ liefert I[m/p, ~11 = 
(1 @‘/a l)lj2. Es ist [C,(t), Qe n Qt n M] < Q n Qt . Weiter ist j V(Q n QJ : 
V~<q.Dasliefert/~~),QsnQ~nM]:~I<q.Da~%’:~~ <q 
ist, folgt 1 m/P I < q4. Somit ist I I@/v 1 = q4 und 71 = 6. 
Sei nun yE(YnE,)#. Da i’aR, fur alle uELBnnR,, CN~EZ(R)# 
in M, folgt nun mit (3.10) &,/NV s SC,(q). Sei w E Ny(LB), O(W) = q - 1. 
Dann ist CmV(ti) = (Z(@v) von der Ordnung q3. Setze F = C,(W). Sei 
h E @i mit F” n F # 1. Wir konnen FI E Nm(Z(B)) annehmen. Dann ist 
h E N(Y). Somit kijnnen wir [h, y] = 1 annehmen. Dann ist Fh (1 R, . Da 
F = (Z(R)Rg) ist, folgt nun F = PK. Also ist F eine TI-Menge in M. Sei nun 
[F, F”] = 1, P # FE, fur ein h E M. Dann ist I@ < N@(P). Somit kijnnen wir 
[Y, F”] = 1 annehmen. Da F eine TI-Menge ist, folgt nun [N, F’;] = 1. Das 
liefert [ir, , Fi”] = 1. Dann ist aber such [p’, R] = 1. Das liefert nun [p’, I@j= 1. 
Nach (2.4) ist das aber nicht moglich. Also ist F schwach abgeschlossen in 
C&F). Anwendung von [20, Korollar B] liefert, da8 (Fm) eine zentrale Er- 
weiterung einer Gruppe ungerader Ordnung durch Sz(r), U,(Y)~L,(Y), A,, 
A,, A,, A,, M,, , M23, M24 ist. Da / F 1 > 64 ist, ist <Fm)/O((FM)) e &T(Y), 
U3(r) oder L,(Y). Da 5X,(q) auf-F operiert, folgt (FM) E 5X,(q). Nun folgt 
[Y, (Fr’l>] = 1. Dann ist aber (FM) in I?, enthalten. Das ist ein Widerspruch. 
SomitistQ,nQ,nM~L,nN.Da/Q,nQ,/=qn+lund~QnQ,nQ,l 
< q4 ist, ist I QB n Qt n M j > p4. Also ist /LB n x : QB n Qt n M / ( q. 
Weiter ist QB n Qt abelsch. Somit ist Qw < CoC;;;;B(LB n m) = 
v%JJ . Dann ist Q n Qt n QB < U. Also ist / Q n Qt n QB ( < 43. Das 
liefert nun aber I Qe n Qt n M 1 > qn-3. Das widerspricht / L, n N I = qn-3. 
(9.7) SATZ. Es ist Y a E(R). 
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Beweis. Nach (9.5) ist R = x x Y mit [G/p, x] = 1. Setze E = &, n x. 
Dann ist LB n m < E. Weiter ist /LB : E j = q. 
(1) Fur jedes e E E# ist R, = i? x Y oder fT,/xe g 52+(4, q). Weiter ist 
P 4 Re. Es ist E x Y = (Es’) < ii,. Nach (3.10) ist f7, = E x Y oder 
R,/N, s 52+(4, q). Sei also R,/N, z 52+(4, q). Es ist P < R, . Weiter ist 
/ C,(Y)] = qn-2. Somit gibt es in N,Y ein Yr g Y mit [Ne , Yi] = 1. Dann 
folgt aber Yr = 7. Also ist P d i?, . 
(2) E ist stark abgeschlossen in LB . Sei h E NJ&+) mit E” # 67. Sei 
P E i?# mit J = ,-A E i? n i?‘. Nach (1) ist (R, , 8,) < Na(Y). Also ist i? = 
CzB(Y) = i?. Das ist ein Widerspruch. 
-- 
(3) E ist schwach abgeschlossen in Nm(E). Sei F N i? in Af, F # E mit 
[F,E]<FnE. IstPnE# 1, so ist nach (i),F<&,. Dann ist nach (2) 
F = i?. Also ist [p, E] = 1. Dann ist F < N&P). Sei L, = C,(y). Dann ist 
L, # 1. Also ist [L, , ,!&I = 1. Das widerspricht aber [24, (3.12)]. 
- _ -- 
(4) Setze .!? = (LBg 1 g E iV, Y = E(R,) fiir ein 1 # .? E Et). 1st L, < 0 
und F C Qs n B”, so ist L, < 8: Nach (1) kiinnen wir S E B annehmen. Sei 
h E R mit LF = LB,“. Setze Fi = i?. 1st pi n E # 1, so folgt (4) aus (1). Also 
kijnnen wir pi n E = 1 annehmen. Da F C Qs haben wir nach [25, (2.18)] -- -- 
<-% , L>/Q(<L , EF)) = L,(q). Mit (3) folgt (E, FJO,(<E, Fd) GZ -h(q). Nun 
folgt / E : N~(ffi)/ = q = / F1 : NF~(,!?)I und [No, N&?)] = 1. Mit (9.4) und 
dem Argument in (9.5)(2) erhalten wir ein tK E LB n N - Z(R) mit t’ N i% 
fur alle u E Z(X). Da& n m < i? und 1 i? : N,@‘i)] = q ist, ist ein Konjugiertes 
von t in N#‘i) enthalten. Also kiinnen wir t E NE(&) annehmen. Da NF~(F) < 
N&&J ist, folgt Np,(E) < NF,(~~ n m). Nach [21, (2.4)] ist nun LB n N = 
NE(P1). Somit ist &, n m < CM(~). Also ist fl C CoxB(EB n N) = V-B . 
Es ist NFJ,!?) < N&y n LB). Da NE(Fr) > Z(R) ist, liefert nun wieder [21], 
zB n ‘f;i < NLBpF). Die Operation von 52+(4, q) auf P liefert, da13 die In- 
volutionen aus L, n F vom Typ ua auf P sind. Somit ist C,(.&i n Y) singular. 
Insbesondere ist p N B in ii. Nun folgt aber E, < fri. Das widerspricht aber 
EnPI = 1. 
(5) Es gibt ein o1 < & mit: 
(i) 1st Iz E 0, , so ist ii N 6 E 8. 
(ii) 1st 6 E l7i#, so ist E, < 0:. 
(iii) 1 0, / 3 q3. 
Nach (9.4) gibt es ein fi E (LA n m), fi 6 Z(W), n N i E Z(z). Dann ist AC pn = 
[Q, @I. Sei (B, I?) = (s’) und (A, d) = (a’). Dann sind beide Raume total 
singular. Nach (1) ist (a, D) < VTn . Weiter ist (A, d) total singular in 
rn . Somit ist (a, d) = Vzn oder p = pn . Der zweite Fall liefert mit 
(2.4) den Widerspruch n E Z(R). Also ist <a, fi) = V7n . Wir wahlen die 
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Notation so, da8 D < k?-, a < CL ist. Es ist vn = (a, D) @ (3, rt’), wobei 
(3, rl’) total singular ist und von F normalisiert wird. Weiter ist 3 < & und 
p < d’. SchlieBlich gibt es ein Konjugiertes P von E in f7, , so daB [pn , F] = 
(S, T) ist. 
Wahle nun ein x E (Es n m)#. Dann ist [x, (s, p)] = 1 oder eine Unter- 
gruppe von GQ, von der Ordnung q?, die von 7 normalisiert wird. Im 
zweiten Fall folgt [g, (S, p>] = (8, C). Sei [%, S] n f3 # 1. Da S < Qx 
ist, folgt B n QA # 1. Das ist ein Widerspruch. Also ist [p, X] = 8. Nun 
folgt mit [7], daB I i& n m : CEBnR ((S, T’>)\ < q ist. Wahle nun ti E E -LB n N. 
- 
Dann ist [c, (S, p)] = 1 d o er eine Untergruppe 2 von B’n QB von der 
Ordnung q”, die von fi normalisiert wird. Setze &-, = (c)C~~~~((S, T)). Dann 
ist [z, ,??,,I = 1. Also ist [& , T?(s, z’)] = 1. Es ist Y?(P, r?) < wl@ . 
Weiter ist 1 i& : Cz,(x(& c))I < q3. Das liefert L%? n (B, c;> f 1. Da 2 n 
(8, c) aber Y-invariant ist, folgt nun k = (13, c). Somit haben wir [E, (15, p)] 
< <& c). Weiter ist 1 ,!? : C,((S, pi>)1 < q2. Das gleiche Argument liefert 
F, @, 01 < (3, 0 und 1 F : C,((B, (?))I < q2. -- 
Setze nun x1 = (E, F). Dann ist nach (3) und (3.8) entweder / i? : C&s, p))I 
= q oder X1 induziert L,(q?) auf j = (8, c, S, p). Da [LB n ?V, T] < B ist, 
folgt ri’ < P(WTB). 
Induziert Xi die Gruppe L2(q1) auf j, so setze o1 = (8, S, F). Also kijnnen 
wir j E : C,((S, T))\ = q annehmen. Sei nunj E T. Dann istj = &% mit v” E P 
undr?jE wz.Sei[j,&nN] = l.D ann ist j E p. Das ist ein Widerspruch. 
Also ist 1 LB n R : CLB,R(p)I = q. S omit gibt es ein e E E - LB n i\J mit 
[~,;9] = 1. Es ist Bz?, = j = j” = a%,“. Somit ist v”” E TYB. Das liefert nun 
7?E VT&j. 
/ 
Das ergibt p C QTQB. Dann ist p C Q n Qr, n QB < p nach 
(9.1). Das ist aber ein Widerspruch. Somit haben wir (5). 
- 
(6) Sei& < U undfl E BM n C(s). Dann ist L, < u: Wir kijnnen wieder 
S E B annehmen. Nach (5) gibt es ein D, so da8 
(i) D N B und alle Involutionen aus (B, D) zu Involutionen aus B in M 
konjugiert sind. Weiter ist Z(Q) n (B, D) = 1. 
(ii) <B, D> < Co(F). 
(iii) EC < a fur alle C C (B, D) n B”. 
1st QF n (B, D) # 1, so folgt mit (4), daB E, < u ist. Also ist QF n (B, D) 
= I. Wahle d E D#. Dann kijnnen wir annehmen, da8 dQF in einer Unter- 
gruppe von (Q n CG(F))QZF/QF liegt, die E entspricht. Also ist nach (1) die 
Gruppe (((Q n CC(F))QF/QF)C~(F) n CCGcFIIOF(dQF)) eine Erweiterung einer 
2-Gruppe mit L,(q) oder Q+(4, q). Somit gibt es nach (5.7) und (9.6) ein c E 
(Q n QZF n Qd) - Z(Q) mit c N z E Z(Q) in G. Da Ed < u ist, folgt mit (4), 
daB L, < a ist. Das liefert nun wieder mit (4) die Behauptung. 
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Wir kijnnen nun den Satz beweisen. Setze ?i?iO = (Lsm>. Nach (6) ist dann 
a0 < 0. Dann ist y <I E(ii7i,) 4 E(m). 
(9.8) SATZ. Die Voraussetxungen dieses Paragraphen sind nicht erfiillbar. 
Beweis. Nach (9.7) ist y 4 E(R). 1st 7 + a, so ist E(M) s L,(q) x L,(q) 
oder L,(q) x L,(q) x L,(q). Das widerspricht aber der Struktur von R. Also ist 
‘i;i 4 il;;i. Setze Fr = C,(Y). Dann ist Fr 4 M. Sei 9 E (~?s n F)+-. Dann ist 
&, n pi # 1. Da &, n F1 4 y1 ist, folgt 0,(x, n Fi) = 1. Das liefert nun 
aber nv < P. Also ist 1 fl, / = q. Das widerspricht den Voraussetzungen 
dieses Paragraphen. 
10. DER FALL R/N g SL,(q) 
In diesem Paragraphen nehmen wir an, dal3 fur alle t E-~;B# stets R, = &, -- -- 
oder R,/N, s SL,(q), fiir ein m, ist. Weiter gibt es ein t mit RtiNt g SL,(q). 
Wir wollen zeigen, da0 diese Situation nicht vorkommen kann. 
(10.1) LEMMA. Es gibt ein t N z E Z(Q), t E M - Q mit 
(1) tEQe, 
(2) R #L-3. 
Beweis. Sei die Aussage falsch. Wahle ein X < Q mit 
(i) X#C aG. 
(ii) Sind a, /3 E X#, so ist /3 E Qa . 
(iii) 1 X j ist maximal beziiglich (i) und (ii). 
Klar ist, da13 j X / > q3 ist. Sei 01 E X - Z(Q), /3 E (Q n QJ - X und /3 N z 
in G. 1st p E 8% fur alle u E X#, so ist X(p) > X und erfiillt (i) und (ii). Das 
widerspricht (iii). Also gibt es ein u E X# mit p $ QU . Es ist /3 E C(U) - QU . 
Sei g E G mit z@ = z. Dann erfiillt ,89 und Z(Q,)g die Behauptung des Lemmas. 
Also kijnnen wir zG n Q n Qar < X fiir jedes 01 E X -Z(Q) annehmen. 
Insbesondere ist X n X9 = X oder Z(Q) fiir jedes g E M. 
Setze U = (Q, ( 01 E X+) und K = C,(X). Es ist Qol < N(X) fur alle a! E Xiii. 
Somit folgt mit [19] U/Kg L,(q), wobei 1 X / = q* ist. Es ist o. B. d. A. 
B C X. 
Sei Le n (E# # 1 f iir ein g E M. Dann ist B’ C QB n Q. Also ist &, < 
N&X9). Wegen C&s) = 8, folgt nun Xg = X. Da es ein h E M mit X n X’l 
= Z(Q) gibt, ist J?~ n &, = 1 fur alle 01 E X - Z(Q) und B E Xh - Z(Q). Wir 
halten nun ein solches Paar 01, /3 fest. 
Sei Cs E .5@# und T E &# mit o((3~) = 2. Dann ist t, n (&)’ + 1. Also ist 
X = X7. Somit ist 7 E N,(X) und u E NM(Xh). Sei (L$ # Le. Dann ist 
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I?,, # La . Die Anwendung von (5.5) liefert nun [e, &] C lJvaXr QzY . Nun 
ist weiter [E, Xh] in G} n [z, &] enthalten. Da aber Z(Q)G n Q n Qv c X, 
fur y 6 X#, ist, folgt [G, 91 = 1. S omit ist Cr E NM@,) fiir alle 7 E (Xh)#. Nach 
(3.6) ist 01 E Co(Xh). Dann ist [01, T] E X n Qs = Z(Q). Dann ist aber E, = 
(L=)?. Das ist ein Widerspruch. Somit ist 5 E NM(&) und ? E NM&). Setze nun 
E = NE (Lo) undF = N#J, 2 = <E, ,&). Wie in [21, (2.4)J folgt, da0 I% 
ein elemDkntar belscher Normalteiler von 2 ist. 
Wir zeigen nun, daD &(I?F)/j?F 
- -- . 
eine TI-Menge in A/EF 1st. Sei a E & n 
(&)“I?F, h E A, a 6 I? Dann ist [a, E] = [a, EL] = 1. Da C&a) = I? ist, folgt 
i? = @. Nach dem 3-Untergruppenlemma ist dann (l;iy, (Ea)‘, I%] = 1. ES ist 
(La , (&Jh) < R, fur geeignetes I. Dann folgt nun, da8 (z,, (&J”)/O,((L,, (&J’)) 
zu SL,(q) isomorph ist. Nun folgt (z, , (Em)‘;) = (z* n (&)“)C,, ,(E ,+(Ei). 
Dann ist aber CL (EF) > I?. Das ist ein Widerspruch. Somit ist=&[EF)/EF OL- -- 
eine TI-Menge in AIEF. 
Nach (3.8) ist A/RF E L,(q) oder L&I’-). Sei zunachst A/EF G L,(q). Es ist 
0s = (&‘) der naturliche J-Modul. Das widerspricht aber (3.4). 
Also ist A/RF z L,(q2). Setze o0 = (s). Dann ist 1 o,I > q4. Es folgt 
o0 = C&F). Somit ist / o0 1 = q4. Es ist 8 n 0s = z). Sei nun ? E 2, 
O(F) = q -t 1, 7 E N(f;,). Dann operiert ? fixpunktfrei auf I?, da C&X) = .!? 
fur alle 5 E Le - I? ist. Also operiert 7 fixpunktfrei auf Lm#. Da [T, Z(QJ] = 1 
ist, liefert die Struktur von Q. , da8 ? fixpunktfrei auf QTQ/z operiert. 
Somit ist / C&7)1 = q2. Weiter ist C- - c,czcomjj(~) = Z(Q.>. Ah- [Z(Qh Z(Qd 
= 1 nach (3.6). Das ist ein Widerspruch. 
Wir haben somit gezeigt, da8 fur alle 01 E X - Z(Q), p E Xh - Z(Q) und 
alle 0 E Lti# und ? E &# stets o(G?) # 2 ist. Setze nun a = (2 1 x - r ELM+ in &?}. 
~ - - -- 
Sei &, n O,( U n M) = 1. Es ist U n &‘I# g SL,-,(q). Weiter ist L&/K 
- - - ~ 
eine TI-Menge in U n M/K. Also ist LB eine TI-Menge in M n U. Da U n M 
a NM(X) ist, folgt, daR Es eine TI-Menge in &! ist. Das ist ein Widerspruch. 
Also ist I& n O,( U n M) # 1. Sei s E 9$2(N&Es)). Dann ist s E Yy/,(M). -- 
Weiter ist s C Nn( U n M). Also gibt es ein 1 # I E Z(S) n O,( U n M) n LB . 
Seien nun ol, /? E a n (U n M), CT!’ = /? E s. Wir kiinnen & E I&, annehmen. 
Dann ist [t, 81 = 1. Es ist p E (Es)‘; und o(@) = 2. Wie oben gezeigt, folgt nun 
X = X’! Also ist h E Nm( U n M). Somit kontrolliert Nm( U n M) die Fusion 
in g n (U n M). Also ist ta n C,(t) = tNm(UnM) n C,(t). Das liefert 
tH n C&t) 2 Z(O,( U n M)). Nun liefert ein Resultat von Shult [14] zusammen 
mit (4.S), da8 E(M) ein zentrales Produkt von Gruppen vom Bendertyp ist. 
Da es aber ein 7 E &, mit RJN, s SL,(q) gibt, liefert das E(m) g L,(q) x L,(q) 
und n = 3. Das widerspricht aber (5.5). 
Bezeichnungen. Wir bezeichnen im folgenden mit t eine Involution, die 
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(10.1) erfiillt. Weiter ist R = R, , m = N6 und P = pi . Nach (5.7) ist p Q 
Qzt . 
(10.2) LEMMA. Es ist R = Q&(t). 
Beweis. Nach (5.7) ist t E M n Qa fiir alle I? E p#. Da 1 Q n Q. 1 = qn+l 
ist, folgt I[t, Q n Qm]I = q. Also ist M n QU = (Q n Q,)C,,,a(t). Dann ist 
L, = QCLu(t). Da dies fiir alle 2 E p# gilt, folgt die Behauptung. 
(10.3) SATZ. Gibt es ein s mit R,/NS e L,(q), so da&I (10.1) erfiillt ist, so gibt 
es in SQ ein t, das (10.1) erfiillt, so daJ P = Q=t ist. Ist fiir alle t, die (10.1) 
erfiillen stets m > 3, so ist stets Q n Qt = p. 
Beweis. Sei p < Q n Qt . Setze &i = C&t). Dann ist [Q, t] = Z(Qr). 
Es ist 1 Q1 : C,(t)\ < q. Setze 2 = Z(C,(t)) n Z(Q1). Dann ist 1 Z(C,(t)) : 2 j 
< q. Es ist Q n Qt < Z(C,(t)), daZ(Q) n Qt = 1 ist. Setze Q,, = Q n Qt n 2. 
Dann ist 1 Q n Qt : Q,, / < q. Weiter ist Q0 < [Q, t]. Sei 01 E (Q n QJ - QO. 
Dann ist (Y #Z(Qi). S ei nun h E Qi - Col(~). Dann ist h 4 C,(t), da sonst 
Z(Q) < Q n Qt folgen wiirde. Wir haben somit 
(1) I Q n Qt : (Q n St) n [Q, 41 < q. 1st w&a 01 E Q n Qt - (Q n St) 
n [Q, t], so ist [Cc,(~), t] = I und tZ(Q) = (to+. 1st Qi = C,(t), so ist 
Qn Qt G [Q, 4. 
Wir zeigen nun 
(2) ] Q n Qt n [Q, t] : P j < q2. Sei x: & --f & mit x(a) = [%, t]. Setze 
/ / 
JT = X-YQ n Qt n [Q, 4) und @‘i = x-l(P). Sei 1 @ : mi I > q2. Wahle 
01 E Q0 - I’ und x E W mit [t, 21 = 2. 1st t N ta, so ist 01 N z E Z(Q)+, da 
01 N at in Qt. Dann ist aber t E Qa . Das liefert 01 E V, ein Widerspruch. Somit 
gibt es ein z G Z(Q)“, so darj t N tolz ist. Wir konnen x stets so wiihlen, da8 
[[x, Z(QJ], x] = 1 ist. Nun gibt es aber ein y E C,([x, Z(Q,)]) mit p = [y, t] # 
p[z]. Also gibt es ein xi E Z(Q) mit t” = t@z, . Da I P[z]/P 1 = q 
ist, kiinnen wir .q = z annehmen. Dann folgt aber (tas)f’ = t%x = t/3ca = $a. 
Das widerspricht aber t + t,&. Somit ist (2) gezeigt. 
(3) FQ,, n [&, t] < F = [Cx]. Sei die Behauptung falsch. 
Wegen C&J = fi ist [R, &] = &. Also ist such [o’, R] = 0. Nach (5.5)(b) 
und (5.5)(c) induziert Es/& n m Transvektionen iiber F, auf [Q, t]/[m, [Q, t]]. 
Nach (2.3) ist dann [N, [Q, f]] = T. N un a h b en wir nach Annahme, (5.5) und 
(10.2), daD [Q, t] < ?(EQt) ist. Also ist [Q, f] < QnQ, . Nach (2) ist 
nun I[&, t] : P j < 42. Mit (5.5) erhalten wir so j p / = q2 und F = P. Weiter 
ist R/N s L,(q). Sei nun 01 E [Q, t] - I’. Dann ist wieder t + ta. Also gibt es 
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ein z E Z(Q)+, so daI3 t N tcxz ist. Nun gibt es ein x E C,(V) - Q1 mit c = 
[x, t] E F’ n Qd und @ = CU. Dann ist (t,)z = tw. Da col E Q n Qt ist, ist 
COL - ccut. Also ist COL E V, ein Widerspruch. Somit haben wir (3). 
(4) Fur geeignetes t gibt es ein 01 E Q n Qt - V und ein x E [C,(a), t] - 
T, so da8 fur alle y E (Qt n V)x stets ay - z E Z(Q)” in G und 01 E Qo, gilt: 
Wahle zunachst ol beliebig in Q n Qt - V und x beliebig in [C&(Y), t] - T. 
Indem wir eventuell x urn Elemente aus Z(Q) abandern kijnnen wir t N tx 
annehmen. Also ist 01 E Qt n Qtr . Weiter ist t $ Qtl , da sonst x E Qt ware. 
Das liefert dann aber x E V C T, ein Widerspruch. 
Sei nun 01$ [Qtz , t]. Wende (1) auf Qts an. Das liefert eine Untergruppe X 
von Qtz von der Ordnung q mit C~(LY) = 1 = C,(s) fur alle s E Z(Q,)#. Weiter 
ist IX, Z(QJ = Z(QtJ. S ei nun h E X#. Dann gibt es ein r E Z(Q& mit rh = r. 
Wahle nun h so, daD th = t(tx) ist. Also ist Z(QJh = Z(Q=). Somit ist r E Q2. 
Es ist r = ols mit s E Z(Q,). Dann ist s EL, = Q(Qe n M). Da L, < i?, = 
Bt = w ist, folgt x E V, ein Widerspruch. 
Somit haben wir ol E [Q,, t] gezeigt. Da 01 + z E Z(Q)*, folgt t +J ta in 
Qtz. Sei nun w E Co(B) mit t w = tx. Dann ist Z(Q,.J = Z(Q,)“. Also gibt es 
ein s E Z(Q,) und ein u E Qts mit [t, u] = 01s~. Sei nun zunachst stets m > 3. 
Da / Q n Qt : Q n Qt n Qtz 1 < p ist, folgt, dal3 das Paar {Qtz , t} die Be- 
dingungen von (10.1) erftillt. Weiter ist 01 q! ( y E Qt n Qtz, y - z E Z(Q)+ 
in G). Somit ist such {Qtz , t} ein Gegenbeispiel zur Behauptung des Satzes. 
Somit gilt nach (1) da13 entweder t N tsW in Co,(a) oder Qt n Qtz ,( [Qtz , t] 
ist. Wegen t + tar, folgt nun Qt n Qtz < [Qte , t]. Also konnen wir t so wahlen, 
dal3 Q n Qt < T ist. 
Sei nun m = 2.Ist [u, B] = Z(QtZ), so gibt es ein b E B# mit b” = bs”. Also 
ist (tb)” = tomb. Da 01 E Q n Qt und somit tab - ab ist, folgt nun ba! E V, ein 
Widerspruch. Also ist [B, u] = 1. Sei zunachst s = t. Dann ist 01x N t N x E 
Z(Q)*. Da u E C(a) ist, folgt such 01 E Q,% . Das ist die Behauptung in (4). Also 
konnen wir s # t annehmen. Die Operation von Z(Q,) auf Q liefert nun, daB 
es ein x E Z(Q) gibt, so dal3 ts - tscrz in C,(B) ist. Insbesondere ist tsaz E Qe . 
Bei geeigneter Wahl von (Y folgt nun PC QyQtsMi . Anwendung von (1) 
liefert nun Q n Qtsos < T oder tsa - tsa in Q. Wegen 01 q? V ist aber tsLvz + tsa 
in G. 1st v = QyQt,,, , so haben wir die Behauptung des Satzes. Also konnen 
wir, indem wir t durch tsar ersetzen Q n Qt < T annehmen. 
Sei C C V, x $ Qc . Die Operation von R auf U, siehe (5.5), liefert [z, 
L, n NIV/V = T/V. Da 01 + cd in G ist, folgt [2, L, n Qt n N] < p. ES ist 
[SC n Qt n M, C&t)] < Q n Qt. Nach (5.5) ist [Q, t] = Z(Q1) < C,(t). Das 
liefert [Q, t, Qc n Qt n M] < Q n Qt < T. Nun folgt mit (5.5)(c) Qc n Qt n M 
--- 
<L, n N. Da 1 L,N/N 1 = qm-l ist, liefert (3.5) 1 L, n N 1 = p”-m. Weiter ist 
nach (3.5) I Qc n Qt n M I = p. Es ist j Qc n Qt n Q / = qm j(Q n Q,)V/V 1, 
Also ist IL,nN:Q,nQtnMj = I(QnQJV/VI. Das liefert nun [%, 
481/64/z-15 
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L, n N]V/V = (Q n Qt)V/V. Das liefert F = Q>t. Weiter ist nach (2), 
1 T/V 1 = q2, da t vom Typ a, auf & ist. Setze nun Y = (C,(V n QJ, 
Cot(V n QJ). Dann operiert Y auf (T, Z(Q$/( V n QJ = Tl . Beachte 
vnQt=(aIaEQnQ,,aNZEZ(Q)#inG).Dat7Lt~,BEQnQst-v, 
folgt 1 C,(V n Q,)/C,(V n Qt) n C,(T,)I = q2. Sei nun c E C,( V n Qt) - 
C,(T,), so ist V/( V n Qt) = (d / d - z sZ(Q)#, d(Qt n V) E [Tl , c]). Also 
ist C&’ n Qt)&( I/ n QJ n C,(T,) eine TI-Menge in Y/C,(T,). Da 
C,l(C,( V n Qt)) = V/( V n Qt) ist, folgt nun O,( Y/C,( Tl)) = 1. Da q 3 4 
ist, liefert nun [20, Korollar B], dal3 Y/C,(T,) eine ffberlagerungsgruppe von 
L,($) oder L3(q) ist. Die Operation von Tl liefert nun Y/C,( Tl) g L&f). Also 
gibt es ein Element v in Y mit O(V) = q + 1 und Q n Qt = V n Qt x 
[Q n Qt , v]. Es folgt nun [o, V] < p. Wahle nun ti E [Q n Qt , V] und 
x E C,(V). Die Struktur von Q liefert, daB es in [Q n Qt , V] eine Untergruppe A 
von der Ordnung q gibt, die 01 enthlilt und x zentralisiert. Also ist A < [Qta: , t]. 
Sei /I E A# mit t N 8x in Qtz , so folgt /3x N z E Z(Q)+ in G. Nach Wahl von x 
ist dann such 01x N .a E Z(Q). Also kijnnen wir annehmen, da0 es ein s E Z(Q,)+ 
gibt, so da8 t N Y~.P N tj3sw in Qtz ist. Die Operation von Z(Q,) auf Q liefert 
nun, da8 es ein z E Z(Q)+ gibt, so daB ts N ts~vz und ts N t$,z in C,(a) ist. 
Das liefert ts N ts& Das widerspricht a/3 $ V. Somit ist (4) bewiesen. 
Wir sind nun in der Lage das Lemma zu beweisen. Wahle t, 01 und x wie in (4). 
Nach (5.5) gibt es ein b E Q n Qt n V mit x $ Qt, . Sei ol E T. Dann ist 01 E Qb 
nach (5.5). Also ist awe 4 Qb . Sei 01$ T. Nach (3) ist dann ~1$ [Q, t]. Nach (1) ist 
Q = Co(a)Co([Q, t]). Also ist [Q, t] = [Co(~), t]. Da 01 E Qt ist, folgt nun 
ti E Qtb , da t N tb in C.,(a) ist. Aber b N bt in Cot(a). Also ist ol E Qb . Ins- 
besondere ist such jetzt xol $ Qb . Sei zunachst 01$ [Qb , xti]. Wende (1) auf das 
Paar {Qb , xa} an. Beachte, da8 01 E Qzn. n Qb nach (4) ist. Nun folgt, da13 es ein 
h E Qb gik so da8 [<a,Z(Q,), Z(Q&, Al = Z(Qb), [a, 4 f 1 und CZ(Q(~ 
= 1 ist. Somit gibt es ein Y E olZ(Qw) mit [Y, h] = 1. Also ist Y E Qzab . Nach 
(5.5) ist VC [c&01), t]. Al so ist xb E [Co(~), t] - T. Nach (4) ist ol E Qmb . 
Dann ist ~a = c~ol = s E Qzab , fur geeignetes E Z(QzJ C Qeab . Nach (2.6) ist 
dann aber b = xaxab C Qzol und dann such x01 E Qb . Das ist ein Widerspruch. 
Also ist 01 E [Qb , xa]. Sei XOL - x = (~“)a. Nach (4) ist x E Qaz . Also ist 
a - x in Qaz. Das liefert nun ol N z E Z(Q)+. Da t E Qa ist, folgt nun der 
Widerspruch ol E V. Also kijnnen wir X(II N xol(olb) in Qb annehmen. Nach (4) 
ist a(xb) N .z E Z(Q)” und OL E Qazb . Also ist 01 N a(owcb) = xb. Dann ist aber 
wieder a! N z E Z(Q)+, ein Widerspruch. Somit ist das Lemma bewiesen. 
(10.4) LEMMA. Ist P = QyQt, so ist w = Qt n M. 
Beweis. Sei r? E s” n v. Dann kijnnen wir C C Q n Qt annehmen. Es ist 
[Qc n Qt n M, Co(t)1 < Q n Qt < V. Nach (5.5) ist [Q, tl = Z(QJ < c&>. 
Das liefert [Q, t, Qo n Qt n M] < V. N un folgt mit (5.5)(c) Qc n Qt n M < 
- -- 
L, n N. Da / L,N/N / = q”-l ist, liefert (3.5) IL, n N 1 = qn-m. Weiter ist 
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nach (3.5) 1 Qc n Qt n M 1 = qn. Nach Annahme ist 1 Qc n Qt n Q I = qm. 
Also ist 1 Qc n Qt n M 1 = qn-“. Das liefert L, n N = Qc n Qt n M. Nach 
(3.11) ist nun m = Qt n M. 
(10.5) LEMMA. Es ist P = p. 
Beweis. Wahle t gem%3 (10.3), d.h. P = QT, . Es ist T < [Q, t] < C,(t). 
Somit ist [[Q, t], m] < Qx, = I’. Die Elemente aus EBB# induzieren Trans- 
vektionen iiber F, auf U/V. Da R keine Untergruppe vom Index zwei in 0 
normalisiert. folgt mit (2.3) [[Q, t], N] = T. 
(10.6) LEMMA. Es erfiille t (10.3). D ann ist tQ n tZ(Q) = {t). Ist weiter fiir 
alle t, die (10.1) erfiillen, stets m 2 3 und t N tz, z E Z(Q)“, in G fiir ein f, so ist 
n = 6 und m = 3. 
Beweis. Nach (10.3) ist Q n Qt < V. Also ist (Q n Qt)# _C zG. Wir kiinnen 
t N tz in Q, fiir m = 2 annehmen. Also ist dann such Q>,, = v. Also ist 
dann (Z(Q), Z(Q,)) < Qa fur jedes pi E Q n Qtz . Nun liefert (10.5) Qt n Q = 
Qt n Qtz = Q n Qtz . Also ist [Qt n M, Qtz n Ml G Qt n Qtz = Qt n Q. 
Das liefert [Qt n M, Qtz n M] = 1. Nach (10.4) ist dann N < Z(Q, n M). 
Also ist nach (10.3) Qt n QB n M/Q n Qt < Z(Q, n M/Q n Qt). Da 
~~~~RnnM~Q,nMl~Z(Q~)undZ(Q,)nQ= list,folgtnunQ,n Q, n M 
\ 
Vertiusche nun die Rollen von z und t. Das liefert QB n C,(t) < z(C,(t)). 
Da t E Qe ist, folgt ] QB n C,(t)1 = qn. Es ist I Z(C,(t)) : [Q, t]/ < q. Also ist 
) Qe n [Q, t]I 3 qn-l. Setze Q1 = c,(t). Dann ist Qi = C,(t) = [Q, t] oder 
lQ1:[Q,tll =q”. Al so ist stets I C,(t) : C,(t) n QB I = q. Per Symmetrie ist 
dannauchIQ,nM:Q),nMnQB/ =q.Somitist]Q,nM:Q,nMnQ,/ 
< q. Da LB n m = Qt n M n QB ist, folgt nun mit (10.4) / m : m n LB ; ,< q. 
Sei zunachst m = 2. Nach (10.5) ist dann n > 5. 1st n = 5, so ist j Qi/[Q, t]/ 
= q?. Weiter operiert i? nicht trivial auf QJQ, t]. Dann ist Qi abelsch von der 
Ordnung q’, ein Widerspruch. Also ist n = 4 und Q, = [Q, t] = C,(t). 
Insbesondere ist tQ n tZ(Q) = {t>. 
Sei nun stets m>3. Es ist /L,nN:L,nL,nNj <q, (IEP-B. 
/ 
Weiter ist [LB n L, , QB n Qa n C,(t)] = 1 und j C,(t) n Qa n Qi > 4’1-2. 
Die Struktur von Qs liefert nun / L, n L, 1 < q2. Also ist I m 1 ,( 44. Somit ist 
qn-l = 1 LB ~ < qm+3. Das liefert n ,( m + 4. Nach (5.5) ist aber 2m I< n. Also 
ist 112 ,( 4. 
Sei m = 4. Dann ist n = 8. Weiter ist m = L, n N fur alle d E F+. Das 
liefert [[&, t], 7VJ = 1 nach (5.5). Das widerspricht aber C&LB) = 8. 
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Somit ist m = 3 und 1 L, n N 1 = qs und I& 1 = q5. Also ist n = 6. Wieder 
folgt [Q, t] = Qi = Co(l). Also ist to n tZ(Q) = {t}. 
(10.7) LEMMA. Es ist n = 6 und m = 3. 
Beweis. Wahle t gemal (10.3). Sei zunachst m = 2. Betrachte das Paar 
{Qt , Z(Q)}. Dann ist nach (10.2) Ca(t)<Qa n C,(t), 01 E Qt# und Z(Q)Q, C 
(Q= n c~WQt>iQt = W)Qt/Qt . Nach (10.6) ist C&W(Qt) = CO,Z(O,@). 
Also ist nach (10.4) und (5.5) 1 Qt : Co,(z)1 = q4. Weiter operiert C,(t)/&(t) 
irreduzibel auf [Qt , x]/(Q n Qt)Z(Q,). Es ist [Qt n M, C,(t)] < Q n Qt. 
Wegen [QnQt,QtnMl= 1, P 0 eriee Qt n W(Q n Qt) auf CdQ n Qd 
(Q n Qt), einer semiextraspeziellen Gruppe der Ordnung q2(+2)+1. Da [Z(Q,), 
Co(Q n QJ] = Q n Qt ist, operiert Qt n &f/(Q n Qt) als elementar abelsche 
Gruppe auf Co(Q n QJ(Q n Qt). Das liefert, da13 ein Element x E (Qt n M)/ 
(Q n Qt) auf Co(Q n QW’ entweder eine Involution vom Typ u2 induziert 
oder Co(Q n QJV zentralisiert. Die Struktur von 0*(2(n - 2), q) liefert 
nun, dal3 / Qtn M:C o,,,(Co(Q n QJ/V)I < q ist. Klar ist, dal3 
GtndCo(Q n QtYV 1 e ementar abelsch ist. Nun liefert die Struktur von C,(t), 
daB n < 5 ist. Sei n = 5. Da R/N treu auf C,(t)/U operiert, folgt nun, daB 
C,(t) elementar abelsch ist. Das ist ein Widerspruch. Also ist n = 4. Dann ist 
-- 
m = Qt n 1M. Weiter ist N/Z(Q,) d er nattirliche Modul fiir R/N. Da C&J!&) = B 
-- 
ist, folgt [N, 01 = P. Insbesondere ist R/Z(Q,) zu einer Untergruppe von 
Sp,(q) isomorph. Da q > 2 ist, ist das ein Widerspruch. 
Somit ist stets m > 3. Nach (10.3) ist v = Qzt . Sei h E Q - Co(V) 
und A = Q n Q6 n Qth . Dann ist 1 Q n Qt : A 1 = q. Weiter ist Z(QJh C 
[Q, t] Z(Q,). Vertausche nun die Rollen von Z(Q) und Z(Q,). Dann gibt es ein 
YC [Qt,Z(Q>lZ(Q), Y-Z(Q) in G so da13 C = Q n Qt n Qr den Index q 
in Q n Qt hat. Weiter ist Y n Q = 1. Nun ist [Qt, Z(Q)] < Z(Qt n M), da 
[Q, t] < Z(C,(t)) ist. Also ist P < Z(m) nach (10.4) da Y 2 Qa fur alle a E C# 
ist. Nach (10.6) ist C&t) = C,(t). 
Sei nun y E Y#. Es liefert (10.3) m] C QyQt = P. Setze W = 
C,(t)(Q n Qs 1 fl E C#). Nun liefern (10.5) und (5.5) 1 Co(v) : W 1 = q. 
Weiter ist [W, y] < V, da [ y, Q n Qo] < Z(Qa) ist. Sei nun 01 E (Q n Qt) - C. 
Nach (5.5) ist Co(V) = W(Q n QJ. N unist[y, Qn Qal G Qn 8. MQn QJ, 
wobei y iiber alle Elemente aus C# ltiuft. Beachte C# C zG, z E Z(Q)“. Da 
7 E Z(N) ist, ist [G), y] N- invariant. Sei g E [ y, Q n QJ - V. Dann ist 
[r;, , 61 =Z) f” ur a 11 e y E C# u {a}. Also ist p C [G, (&, 1 y E C”)]. Das 
liefert entweder (i) [Co(V), y] < I’ oder (ii) V < [Co(V), y]. 
Sei zunachst (i). Dann ist I[&, y]l < q 2+-l. Da y E z, fur alle f E f?# und 
1 c / 3 q2 ist, folgt, dal3 R, keine 2-Gruppe ist. Somit ist nach (10.5) und (5.5) 
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I[&, y]l = q2r fur geeignetes r. Dann ist I[&, y-j/ = q2m-2 und r? = pu . Nach 
(10.4) ist mV < Q, n M. Nach (10.5), (10.6) und (5.5) ist Co(y) = Co([Q, y]) 
undCo(-VV) = Co(y)(Q n QB 1 /I E C#). Also ist [t, Co(V&] < V,, da rENV 
ist und [NV, G)] < [8,, G] < EQ, = rV ist. Da I& : G] 
= qm-l ist, folgt nun der Widerspruch I[&, t]/ < q1m--2. 
Sei nun (ii). Dann ist y N yar oder y N ycrz mit a E Z(Q)+ geeignet. Wende 
nun (10.6) auf y und Qol bzw. y und Qorz an. Das liefert m = 3 und n = 6. 
(10.8) LEMMA. Die Voraussetzungen dieses Paragraphen sind nicht evfiillbar. 
Beweis. Angenomen doch. Nach (10.7) ist dann R/N g SL,(q). Da LV~ < 
Qt n M ist, ist xt elementar abelsch. Da P = cQt ist, folgt 1 mt 1 = 44. 
-- 
Weiter ist N,/Z(Q,) der natiirliche Modul fiir R/N. 
Sei x E M ein 2-Element mit [$ R,] = 1. Dann ist [%, 01 = 1 und 0 = 
[Q, 51. Weiter ist [B, X] = 1. Also ist [QTQs , X] < 8. 1st x $Z(Q,), so gibt 
es nun in Z(Q,)- x ein Element T mit [i;, o(QTQB)] = 1. Das ist aber ein 
Widerspruch. Also ist Z(Q,) = O’(C&&)). Die Struktur von Aut(Q) liefert 
nun i?, = O’(N,(Z(Q,))), wobei H = C&Z(Q)) ist. 
Sei 3 E Nfl(NJ. D ann ist x E Nn( P). Wir kiinnen x E Cm(P) annehmen. 
Dann ist f E NM(&) = Nm(Z(QJ). Also ist NM(nJ = Ng(Z(Q,)). Sei nun 
-- - 
F E (N&/L,)#. Dam ist CN+-,),l;,(f) d NNa(~JZ(Qt))/L . Sei nun X < 
-- 
N ,,,,(Z(QJ)/& mit X E L2(q). Sei weiter Y = C,m(zB,,~B(X). Es folgt, dal3 
-- - 
NtLB/LB eine Sylow 2-Untergruppe von Y ist. Nun folgt, da13 X eine Standard- 
untergruppe in N&?s)/&, ist. Da q > 2 ist, folgt nun mit [6], da0 (X$i?!@I’~> 
= W zu X isomorph ist oder, da8 q = 4 und W g Ml,, J2 oder A, ist. 
Sei zunachst q = 4. Dann ist R,/N, s SL,(4). Also gibt es in N&J&) ein 
Element T von der Ordnung drei mit I CE,(T)I = 26. Es bewirkt T auf W einen 
inneren Automorphismus, der X zentralisiert. Sei nun W # X. Da Jz keine 
lo-dim. Darstellung iiber F, besitzt [4, (8.8)] und Ml2 keinen solchen Auto- 
morphismus zulaBt, folgt nun WE A,. Dann ist &(T) > WI z A,. Da 
2, x A, keine Untergruppe von GL,(2) ist, folgt nun [WI , [T, ,!&]I = 1. Dann 
ist aber / C,(w)1 = 2’j fur jedes Element w der Ordnung 5, w E W. Das wider- 
spricht aber der Operation von X aufLB . 
Somit haben wir W = X gezeigt. Da Z(Q,) = CzB(X) ist, folgt nun, dal3 
Z(Q,) in LB stark abgeschlossen beziiglich M ist. Es ist jede Involution aus i?, 
zu einer Involution aus &, in 8, konjugiert. Also ist Z(Q,) stark abgeschlossen 
in i?, beztiglich m. Da Ri, = O’(N&Z(Q,))) ist und Z(Q,) eine TI-Menge in M 
ist, folgt nun mit [14], dal3 (Z(QJn) zu L,(q), U;(q) oder Sz(q) isomorph ist. 
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Da & n (Z(Q,)m) < m, ist, folgt nun (Z(QJ”) z L,(q). Das Frattini- 
Argument liefert nun R = (Z(Q,>“) Na(Z(Qt)). Das liefert aber den Wider- 
spruch O,(z) # 1. Damit ist das Lemma bewiesen. 
Il. INV~LUTI~NEN VOM TYP a2 
In diesem Paragraphen nehmen wir an, dal3 es in L, eine Involution t gibt, 
so dal3 I[&, t]/ = q2 und [Q, t] elementar abelsch ist. Wir sagen dann, dalj t 
vom Typ a2 auf & ist. Weiter sei 8 = {? ( 5 - x E La in M, ? vom Typ a2 auf Q}. 
Setze schliel3lich X = (6). Weiter sei n > 3. 
( I 1.1) LEMMA. Es gelten die folgenden Aussagen: 
(1) %A~) =%(&I). 
(2) I c 
Gruppe. 
c~czco,,(~B)~2~ I q - 1. IVeiter ist Cc,,,,,,,(Es) n C&B) eine 2- 
Beweis. (1) Klar ist NM(B) C NH&). Sei nun h E NM&). Wir wollen 
A = 8’; annehmen. Dann ist &, = L, . Mit (2.5) erhalten wir nun Coza(f;B) 
/ , 
=B.AlsoistA$&,.D annist[i&,QnQAnQJCAnB=l.Somitist 
QA n QB n Q 1 1. Nun folgt [E B,Nz)nNz]ChnQ,nQB=l. 
Somit zentralisiert & in G) eine Untergruppe vom Index q. Die Struktur 
von Aut(Q), siehe [7], liefert nun I&, ( < q. Aber /L, 1 > p”-l. Das wider- 
spricht nun n > 3. 
(2) sei h E ccJp,o,, (&J, o(h) ungerade. Nach (1) ist h E Nn(&. Sei 
zunachst /? E CD(B). W%hle h E h, o(h) ungerade, h E C,(B). Dann ist h E 
Nm(Q n QJ. Weiter ist [Qs n M, h] C Q n Qs . Da [h,Z(Q)] = 1 ist, folgt 
nun [QB , hl C Q n Qe . Da Q n Qs abelsch ist und [h, B] = 1 ist, folgt nun 
[Q n QB , h] = 1. Also ist [h, Qa] = 1. Somit ist gezeigt, dal3 Cc,,,,o,,(&J n 
Cm(B) eine 2-Gruppe ist. Da nach [25, (2.18)](Q, Q,)/O,((Q, Qa)) zu L,(q) 
isomorph ist, folgt nun die Behauptung. 
(11.2) LEMMA. 8 ' t zs eine Konjugiertenklasse von X. Sind ~~ , e, E 8, so ist 
o(~~if~) = 2, 4 oder ungerade. Ist o(+Q = 4, so ist (t~lts~)~ E 8, 
Beweis. Sei a = (X E M / x vom Typ a2 auf Q}. Sind Ji , a, E a, so ist 
nach [5, 231, o(it,iE,) = 2, 4 oder ungerade. 1st o(&&) = 4, so ist (&JJ2 E g. 
Da O,(R) = 1 ist, folgt mit [22, (4.15)], dal3 g = u:=‘=,gi , wobei die gf 
Konjugiertenklassen von (gi) sind. Da d eine normale Teilmenge von M ist, 
folgt 8 = (Jb, g’i , s < r. Also bleibt nur s = 1 zu zeigen. 
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Sei s > 1. Sei weiter t E $ n LB . Setze F = (& - &) und R = C,([&, t]). 
Da [Q, t] ein 2-dim. F,-Modul ist, folgt F/K 5 L,(q). Nach (11.1) ist g < 
NM&). Also ist i& n K 4 K. Da O,(m) = 1 ist, folgt X n &, = 1. Da 
J?, CC&f), folgt i&, < No. Also ist &, < Nm(F). Dann ist [Es , K] < 
,&n K = 1. Nach (11.1)(2) is nun R eine 2-Gruppe. Das liefert z = 1. t 
Somit ist F 5 L,(q). Genauso folgt (gr) 5 L,(p). -- 
Es ist XL, = 1 x C&(T). Also gibt es in F ein Element h mit B’; # B. 
Nach [25, (2.18)] ist (& , L&)/Oa((&, , (&)‘)) g L,(p). Also ist P s L,(q). 
Genauso folgt ($) z L,(q). Sei nun 7 E ($), o(y) = q + 1 und 7” = 7-l. 
Dann folgt j[r, &]I = q4. Weiter ist Q = [Q, 71 Co(r) mit [[Q, 71, Co@)] = 1. 
Weiter ist t vom Typ ua auf [Q, 71. S . ei nun [F, [y-, Q]] = 1. Nach (11.1)(l) ist -- 
dann [F, LB] < I& . Das ist ein Widerspruch. Also operiert F treu auf [y’, &I. 
Somit haben wir x z SOf(4, q) mit natiirlicher Operation auf [Q, 71. Ins- 
besondere ist [Co@), X] = 1. E s ist [Co(y) n QB ,LB] < Cxn B = 1. Da 
C ox (LB) = B ist, folgt nun mnQs = 1. Also ist [Cx, &] < 
A 
Co@) n QB = 1. D ann ist aber &, eine Untergruppe von Of(4,q). Da / &, 1 > 
q”-l ist, folgt nun n < 3. Es ist rQB = [m von der Ordnung q”. 
Also ist n < 2. Das ist ein Widerspruch. Somit ist das Lemma bewiesen. 
(11.3) LEMMA. Setxe aI = Cm(Z(Q)). Dann ist / O(%fl)I 1 q - 1. Weiter ist 
O(md < NAT@). 
Beweis. Sei zCEB, I&, :L 1 = 2 und W = C,,m&) # 1. Nach [25, 
(2.18)] operiert aufzB ein Element der Ordnung q - 1 fixpunktfrei. Also enthalt 
L eine Involution 5, die vom Typ a, auf & ist. Also operiert w auf [%, Q]. Sei 
[& v g 8. Dann folgt mit q > 2, da8 [z, [z, &]I = 1 ist. Nun folgt wieder 
- 
leicht, da13 L in No(B) eine Untergruppe vom Index q zentralisiert. Also ist 
1 L I < q. Insbesondere ist I &r [ < 2q. Das liefert nun mit q > 2, da13 n < 2 -- 
ist. Das ist ein Widerspruch. Also ist [B, m C 8. Dann folgt [W, LB] Z 
& n w = 1. Also ist O(mr) C CJ&,). Nun folgt die Behauptung mit (11.1)(2). 
(11.4) LEMMA. Es ist CflJX) 5 GL,(q). 
Beweis. Sei t E c” n LB . Setze xi = Cnl(X) und a = Cxl([&, f]). Nach 
(11.1) ist i( _C Nn(LB). Da O,(R) = 1 ist, folgt nun R C Cm&). Nach (11.1)(2) 
ist dann x = 1. Also ist x1 2 GL,(q). 
(11.5) LEMMA. Es ist X/Z(X) eine Chevalley- oder Steinberg-Gruppe fiber 
einem K6rper der Charakteristik zwei verschieden won 2F4(~). 
Beweis. Nach [25, (2.18)] gibt es ein Element der Ordnung q - 1, das 
fixpunktfrei auf &,# operiert. Da q > 2 ist, folgt somit x = x’. Nach [22] ist 
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dann x/Z(x) eine der Fischer-Gruppen, O***(m, 3), O*s*(m, 5), A,, 1s oder 
eine Chevalley- oder Steinberg-Gruppe tiber einem Kiirper der Charakteristik 
zwei verschieden von 2Fq(~). 
Sei t E d n J?, . Dann ist [t, &] ein 2-dim. F,-Modul. 1st X/Z(X) keine 
Chevalley- oder Steinberg-Gruppe iiber einem K&per der Charakteristik zwei, 
A, oder J2. Dann ist stets [CX(~)(~), [&, i]] = 1. Also ist Cx(i)cm) _C N&Es). 
Nun erhalten wir mit (11.3) leicht einen Widerspruch. 
Sei nun X/Z(X) zu A, oder J2 isomorph. Im Fall von J2 , kiinnen wir q = 4 
annehmen, da wir sonst wie oben einen Widerspruch erhalten. Weiter kijnnen 
wir annehmen, da8 C,(f)/O,(C,(t)) treu auf [Q, 271 operiert. Zusammen mit 
(11.3) erhalten wir nun, daD I&, 1 < 32 ist. Da Ls n 1 in einer Sylow 2- 
Untergruppe von x normal ist, folgt nun I& n x ] = 4. Da C&~&r) auf 
[Q, t] operiert, folgt nun, da8 & C x ist. Das liefert nun den Widerspruch 
n < 2. Also haben wir X/Z(X) z A,. Dann ist 1 LB n x 1 = q = 4. Weiter 
folgt, da8 Cur die Gruppe A, involviert. SchlieBlich folgt n = 3. Aber in 
SO*(6, 4) gibt es keine Involution, deren Zentralisator die Gruppe A, invoviert. 
Somit ist das Lemma bewiesen. 
(11.6) LEMMA. Seid~c?,? ~iC;i;,,'= F,o(?) ungerade.Dunnisto(~) / q2 - 1. 
Beweis. Es ist Q = [Q, 71 Co(~) mit [[Q, T], C,(T)] = 1. Da 1 & : C,(J)1 = 
q2 ist, folgt o(b) 1 q4 - 1. Es ist (?, a) eine Untergruppe von 0+(4, q). Das 
liefert die Behauptung. 
(11.7) LEMMA. Es ist X/Z(X) z L,(Y), Sp2,(r) oder 9*(2m, r), r = 2”. 
Beweis. Angenommen die Aussage ware falsch. Nach (11.5) ist dann 
X/Z(X) zs $(r>, 3D4(9, Vn(y), m 3 5, F4(r), -G(r), -W), J%(Y), 2~a(r), S+) 
oder U.(Y). Sei zunachst X/Z(X) $ G2(r), U,(r) oder Sx(r). Dann ist stets 
[C,(t), [Q, t]] = 1, fur f E d n LB . 1st LB n jY; < Z(C&)), so folgt [LB , C,(i)] 
= 1. Das widerspricht aber (11.1)(2). Also ist X/Z(X) E F*(Y). Weiter ist 
11s. n X I = rr. Mit [22, (2.1)] und (11.6) folgt Y < q. Nach [25, (2.18)] gibt 
es ein Element der Ordnung q - 1, das fixpunktfrei auf &,# operiert. Also 
enthalt EB n X eine Untergruppe der Ordnung q, die nur zu t konjugierte 
Involutionen enthalt. Das liefert r = q. Somit ist 1 EB I < q*. Also ist n < 9. 
Nach [lo] ist aber n > 13. Das ist ein Widerspruch. Also ist X/Z(X) E G2(r), 
Sz(r) oder U,(r). 
Sei zunachst X/Z(X) E G,(r). D ann folgt mit [22, (2.1)] und (11.6), da13 r 1 q 
ist. Insbesondere ist I LB I = r3q < q4. Das liefert n < 5. Sei zunlchst r # q. 
Dann ist n = 3. Weiter involviert Cm(iy) die Gruppe L,(q). Sei Z eine Involution 
in C&X). Dann ist \[Z, &]I < q3. Weiter ist [Z, Q] ein F,-Modul. Da G,(r) $ 
SL (q) ist, folgt nun [[E; Q], X] = 1. Das liefert nun I[i, &]I = q. Da E* n 
C,(X) # 1 ist, kijnnen wir Z E Ls annehmen. Da [[f, Q], C,(X)] # 1 ist, ist 
[z; Q] = 8. Das widerspricht aber der Struktur von Aut(Q). Also ist r = q. 
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Nach WI ist [x9 &I/Cp,o,( 1 ein 6-dim. F,-Modul. Da 1 auf ([x, Q]/ 1 
CIx al(X))+- transitiv ist, folgt, dal3 CJ#) ungerade Ordnung hat.Insbesondere 
ist A < 4. Da G,(q) g 0*(6, q) ist, folgt IZ = 4. Nun ist C,(X) # 1. Sei 
r” E C,(x). Dann operiert R auf G. Also ist [Q, X] c=. Da [Q, x] 
nicht abelsch sein kann, folgt, da0 G = [Q, X] ist. Dann ist aber E(C,(r)) Q 
M. Das widerspricht der Annahme, dal3 Z(Q) ein maximaler abelscher Normal- 
teiler von M ist. 
Sei nun X/Z(x) E U,(Y) oder h(r). Nach (11.6) ist wieder Y < q. Also ist 
(LB 1 < 2rq < 2q2. Da q > 2 ist, folgt nun n = 3. Weiter ist Y = q. Wahle 
nun t E (LB n Cm(X))+. Dann ist B C [‘, 51. Also ist [Q, i] > q”. Da weder 
S4d no& u3(q) in S?&(q) involviert sind, folgt nun [[i, Q], X] = 1. Das 
liefert dann den Widerspruch [Q, X] = 1. 
(11.8) LEMMA. Es z.st x/Z(x) c& SPY,, m >, 2. 
Beaks. Sei X/Z(W) E Spa,(r). E s entspreche i E d n LB zunachst einer 
Transvektion in der nattirlichen Darstellung von X/Z(x). Nach [25, (2.18)] 
gibt es ein Element der Ordnung q - 1, das fixpunktfrei auf z,# operiert. Also 
ist I > q. 1st Y # q, so folgt mit [IO], da.S Y = qz ist. Weiter ist [x, &]/C1x,o,(X) 
der natiirliche x-Modul. Da [x, &] nicht abelsch ist, folgt nun, da13 C,(X) # 1 
ist. Das liefert aber einen abelschen Normalteiler von M, der von Z(Q) ver- 
schieden ist. Das ist ein Widerspruch. Also ist Y = q. 
Es folgt 1 LB 1 6 qzm. Also ist II < 2m + 1. Weiter ist nach [lo] n > 2~2. 
Sei zunachst n = 2m + 1. Dann ist & n Cm(X) # 1. W%hle nun Z E (LB n 
C,(x))+. Dann ist B C [Z, Q]. Das liefert nun I[&, Z]\ = 4%. Weiter ist nach 
13% [&, z; JW,o,,,x,(X) d er naturlich Modul. Sei PC [Q, Z], so da13 P der 
natiirliche x-Modul ist. Dann ist Co(V) > V. Also ist I[=), i][ = q. 
Somit folgt, daD Co(X) # 1 ist. 1st C,(X) n [Q, X] # 1, so folgt wieder, da13 
Z(CQ, Xl) f: Z(Q) ist. Das ist ein Widerspruch. Also ist C,(X) n [Q, X] = 1. 
Da C,(x) treu auf C,(x) p o eriert, folgt nun, da8 das volle Urbild Qr von 
Co(X) abelsch ist, da q > 2 und C*(x) t ransitiv auf C,(X)+ operiert. Aber 
[Qi , [Q, x]] = 1. Das ist ein Widerspruch. Somit haben wir n = 2m gezeigt. 
Die Operation von 1 auf & liefert nun 1 GB / = q”. Also ist ) zB ) = qn-l = 
qzm-l. Insbesondere ist i& _C x oder m = 2. 
Sei LB C x. Nach [lo] ist & = p1 @ vz, wobei die pi die nattirlichen 
X-Mod&r sind. Insbesondere ist 1 CozB (&JI = q2. Das widerspricht der 
Struktur von QB . 
Also ist m = 2. Weiter ist Es n CM*(X) # 1. Da Cml(x) auf [t, &] operiert, 
folgt nun, d& Ccxclmlcx, &[t, Q]) = C,(t) ist. Dann folgt aber I & n X / = q3. 
Das ist ein Widerspruch. 
524 GERNOT STROTH 
Somit haben wir, da.B i in der natiirlichen Darstellung vom Typ us ist. Nach 
[22, (2.1)] und (11.6) ist r < q. Nach [25, (2.18)] gibt es ein Element 7, O(T) = 
q - 1, das auf einer Sylow 2-Untergruppe von m1 operiert, die za enthalt. 
Weiter ist Q fixpunktfrei auf Es+-. Da X von Q normalisiert wird, folgt nun, da/3 7 
auf Z(C&)) operiert. Also ist Y = q. Nach [IO] gibt es Xi , X, C Q, so daD 
[Xi , X] = 1 und &,/X1 d er natiirliche X-Modul ist, oder, da13 X g @s(q) 
und dim, X,/Xi = 8 ist. Sei zunachst der erste Fall. Dann ist C,(X) n 
[X, &] # “1. Das liefert aber wieder Z( [X, Q]) > Z(Q). Das ist ein Widerspruch. 
Somit ist X s Sp,(q). Es folgt, dal3 /La n w 1 = q3 oder q6 ist. Wegen 
[X, &] C Xs , folgt nun, da8 Cm,(X) ungerade Ordnung hat. Insbesondere ist 
E, C X. Wir kijnnen Xs = [X, &] annehmen. 1st X1 # 1, so erhalten wir wie 
oben einen Widerspruch. Also ist r?i = 1. Sei zunachst 1 LB 1 = q3. Dann ist 
n = 4. Also ist Xa = Q. Dann folgt aber [FQa , LB] = 1. Das widerspricht 
- 
1 Q n Qa 1 = q4. Also ist / i;s 1 = q6. Da es ein Element f E X, von ungerader 
Ordnung gibt, so da13 [$?,‘X,] = 2s ist, folgt nun Q = X,Co(X,). Insbesondere 
ist QTQB n= = 1. Es ist 1 QTQs n 2s ) = q*. Somit ist 1 Q%a 1 = 
q4. Also ist 1 i&, / = q28+3 = q6. D as ist ein Widerspruch. Somit ist das Lemma 
bewiesen. 
(11.9) LEMMA. Sei X/Z(X) s 52 (2 , ), l m T m > 3, r = 2”. Dunn ist X/Z(X) 
G 52+(6, q). 
Beweis. Nach [25, (2.18)] gibt es in &? ein Element ? von der Ordnung 
q - 1, das eine Sylow 2-Untergruppe s von a1 normalisiert, die LB enthalt. 
Weiter ist ? fixpunktfrei auf zB 2. Dann normalisiert ? such s n X und somit 
i& n Z(S n X). Das liefert nun Y > q. Nach (11.6) und [22, (2.1)] ist r < q. 
Also ist r = q. Nach [lo] gibt es X, , X, < Q, so da13 [X, X1] = 1 und Xs = 
[X, &] ist. Weiter ist X,/X, ein irreduzibler Modul von der F,-Dimension 2m 
oder X/Z(X) g Q-(6, q) und dirnFO X,/X, = 8. 
Sei zunachst dim, X,/X, = 2m. Sei zunachst 2, # 1. Wahle r” E X1+. Dann 
ist X, C Co(r). Das’liefert Z(Xs) > Z(Q). Das ist ein Widerspruch. Klar ist 
wieder Q = X&(X,). Weiter ist / C,l(X)j ungerade. Also ist LB c X. Das 
liefert nun QB n C&X,) = Z(Q). Die Operation von X auf Xs liefert mit 
(1 l.l)( l), daR Qzs = B ist. Also ist 1 QB n 1M 1 = qzm = qzn. Das liefert 
nun X, = Q. Nach [7, Satz 51 gibt es aber keine solche Erweiterung von Q 
mit X. 
Sei nun X/Z(X) z 52-(6, q) und dim, X,/X, = 8. Wieder folgt Xr = 1 
und Q = X.&(X,). Weiter folgt & C X. !3ei zurnichst I LB 1 > q3. Die Opera- 
tion von X liefert nun [za , [za , Q]] = 1. Da [CT), LB] # fr ist, folgt nun 
der Widerspruch Co&-s @a) # 8. Also ist 1 L, ( = q3 und X, = Q. Sei 
S E Y&(X), & ,< S. Sei weiter S, < S, & elementar abelsch von der 
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Ordnung q4. Dann ist 1 Cx,(&)I = q4. Da LB 4 s ist, folgt 1 s, nLB 1 > 42. 
Da es in PSLrd(q) k eine Untergruppe P der Ordnung q2 gibt, so daD alle In- 
volutionen aus F in X zu 2-zentralen Involutionen aus X konjugiert sind, gibt 
es in 3, I? &, eine Involution 7, die nicht vom Typ a2 auf & = X2 ist. Nach 
[5, Sekt. 81 ist dann 3 vom Typ a,, Also ist 1 &e nG)\ >, q3. Das liefert 
nun, dal3 1 Cxo B(&J > q2 ist. Das ist ein Widerspruch. Damit ist das Lemma 
bewiesen. 
(11. IO) LEMMA. Sei x/Z(x) g L,(r), Y = 2”. Dann ist x E SL,(q). 
Weiter ist X = <z,‘Gz) und & = PI @ v2, wobei VI der natiirliche x-Mod& 
und r’, sein dualer ist. SchlieJlich gibt es ein Element h E M mit VI’ = I?, . 
Beweis. Nach [25, (2.18)] gibt es in M ein Element ? von der Ordnung 
q - I, das eine Sylow 2-Untergruppe s von MI normalisiert, die &, enthalt. 
Weiter ist 7 fixpunktfrei auf e a#. Also normalisiert ? such LB n Z(s n X). Das 
liefert nun r > q. Nach (11.6) und [22] ist r < q. Also ist r = q. Sei zunachst 
m 3 4. Nach [lo] gibt es dann X, , X2, X3, X, C Q mit [X1 , X] = 1, 
[X3 ) X] = z2 ) [Q, X] = 2,. w er er ‘t sind X,/X, und X4/X3 irreduzible 
Moduln der Dimension m, oder X E L,(q) und es gibt Xi , X2 c Q, so dal3 
[Xi , X] = I, X2 = [&, X] und X,/X, der 6-dim. orthogonale X-Modul ist. 
Es sei zunachst der erste Fall. Sei Xi # 1. Dann folgt wieder X4 C G. 
Da X4 4 M ist, folgt nun ein Widerspruch zu der Annahme, da13 Z(Q) ein 
maximaler abelscher Normalteiler ist. Also kijnnen wir Xi = 1 annehmen. 
Weiter ist X2 dual zu X4/X3 . Das liefert nun insbesondere LB n Cm(X) = 1. 
Somit ist LB C X. Insbesondere ist 1 i&, 1 = qm-i 3 q”-l. Das liefert nun 
X/Z(X) z L,(p). Weiter ist X4 = & und X3 = X2. Da Z(Q) ein maximaler 
abelscher Normalteiler von m ist, gibt es in M eine Element x mit X1” # Xi . 
Also ist & = rlr @Xi”. Da X auf 2, treu operiert, folgt nun xz S&(q). 
Damit haben wir die Aussage des Lemmas. 
Sei nun X/Z(X) z L,(g) und 1 < X1 < X2 = [X, &] < &, wobei X2/X1 
der orthogonale Modul ist. Es folgt wie iiblich X1 = 1. Wie in (11.9) folgt 
FQ, == LGB . Die Operation von X auf X2 liefert nun, da q > 2 ist, 
daf3 CQ = B ist. Dann folgt aber I QB n M 1 = ~6. Also ist X2 = Q. 
Nach [7] existiert aber keine solche Erweiterung von Q mit X. 
Sei nun X/Z(X) E L,(q). Mit [lo] erhalten wir wieder, daI3 &, C X ist. Also 
ist / e, / =- q2 und somit n = 3. Nun folgt wie oben die Aussage des Lemmas. 
Sei zuletzt X E L,(q). Da 1 LB 1 > q2 ist, folgt, dal3 C,$X) # 1 ist. Also 
involviert nach (11.4), Cal(XP) die Gruppe L,(p). Insbesondere ist 1 za 1 = 4” 
und n = 3. Setze P = C.a,(X) trn). Dann ist P N L,(q). Es operiert P treu auf - 
[t, &] und auf Q/C&, Q]). Das liefert nun [y, Cm)] < [t, Q]. Also gibt 
es ein 7 E y, o(1) = q + 1 mit j Co(?)1 = q2. DaC&?) Z C&t), folgt [X, co(~)] 
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= 1. Somit ist Cd(?) = C,(X). I ns b esondere ist dann [y, C,(f)] = 1. Das 
liefert nun Q = X&(X,), wobei X1 = [Q, XT] von der Ordnung p” ist. 
Weiter ist [G, Xy] = 1. Also ist QG) = 1. Das liefert nun 
1 1 < q2. Also ist 1 QB n M 1 < q5. Das Widerspricht 1 QB n M 1 = qzn. 
Somit ist das Lemma bewiesen. 
(11.11) SATZ. Es enthalte Le eine Involution, die worn Typ a2 auf & ist. Sei 
weiter n >, 3. Dam ist (L,fm> s SL,(q). Weiter ist & = V1 @ V2 , wobei VI 
der natiirliche SL,(q)-Modul und vz sein dualer ist. Es ist 1 ~~J(J!&~))I 1 q - 1. -- 
Weiter ist q - 1 1 1 M/M, I. SchlieJlich gibt es noch ein f E M mit VI’,” = V2 . 
Beweis. Nach (11.7)-(11.10) und [25, (2.1811 bleibt nur die Aussage iiber 
Cal(<LBM)) i.ibrig zu beweisen. Da aber Cnl((zBR>) treu auf VI operiert, folgt 
nun sofort die Behauptung. 
12. BEWEIS DER SATZES 
In diesem Paragraphen wollen wir die Voraussetzungen des Satzes annehmen. 
Weiter sei stets n > 2. 1st n > 3, so konnen wir nach (3.7) annehmen, daD r;, 
keine TI-Menge in M ist. Weiter kijnnen wir nach (11.11) annehmen, da8 &, 
keine Involution enthalt, die vom Typ a2 auf & ist. Nach (6.5) kiinnen wir weiter 
annehmen, da13 es ein t E &,# gibt, so da8 I Ni ( > q ist. 
(12.1) LEMMA. Sei n > 3. Dunn gibt es ein t E &f, so daJ R,/N, s G*(6, q), 
G+(8, q) oder 52+(12, q) ist. 
Beweis. Nach (3.10) gibt es ein f E z#, so daD R,/N, E SL,(q), SZ*(2m, q) 
oder Sp,,(q) ist. Nach (10.9) kiinnen wir annehmen, da13 R,/N, * SL,(q) ist. 
Nach (9.8) konnen wir weiter annehmen, dal3 R,/N, $ in+(4, q) ist. 
Sei nun zunachst R,/N, c Sp,,(q). Nach (8.3) ist dann m = 3 oder 4. 
Weiter erftillt NR(Z(&)) die Voraussetzungen des Satzes nach (8.6). Hierbei ist -- 
H = C,(Z(Q)). Sei c C N, C # Z(R,), C N Z(a,) in z. Da I Nt I = qg bzw. ql’ 
ist, folgt nun mit (3.7), (ll.ll), (6.5), (3.10) (10.9), (9.8), (8.3) und (7.8) 
jeweils auf c angewandt, ein Widerspruch. 
Also ist R,/N, s SZ*(2m, q). Nach (7.8) is m = 3,4, 5 oder 6. Sei R,/Nt E t 
G-(8, q) oder G+(lO, q). Nach (7.16) erfiillt dann wieder NR(Z(iZt)) die Vor- 
aussetzungen des Satzes. Es ist I fit 1 = q 17. Weiter ist R,/N, irreduzibel auf 
NJZ(NJ nach (7.9). Nun erhalten wir wie oben einen Widerspruch. 
(12.2) LEMMA. Ist m > 3, so ist der Satz bewiesen. 
Beweis. Nach (7.16), (7.17), und (12.1) sind nur die Aussagen tiber 
CR((EBa)) und M/H zu beweisen, H = C&Z(Q)). Nach (4.4) ist CR((&n)) 
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= 1. Weiter ist nach [7, Satz 41 M/H eine Untergruppe einer Frobeniusgruppe 
der Ordnung (q - l)r, wobei q = 2? ist. Nach [25, (2.18)] ist q - 1 1 ) M/H 1. 
Damit ist das Lemma bewiesen. 
(12.3) LEMMA. 1st n = 2, so ist (~5~~) g L,(q). 
Beweis. Stets ist 1 EB 1 > q. Sei zunachst 1 LB 1 > q2. Da @(4, q) E L,(q) X 
L,(q) und G-(4, q) s L,(q2) ist, folgt nun mit [I l] ein Widerspruch zu [7, Satz 51. 
Also ist I& j < q2. Insbesondere ist & vom (+)-Typ. Nach [25, (2.18)] gibt 
es ein Element 7 E M - H, o(7) = q - 1, weiter operiert 7 fixpunktfrei auf 
&#. Das liefert nun I EB 1 = q. Weiter liefert die Struktur von Aut(Q) die 
Behauptung. 
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